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Introducao

Comecaremos com uma breve introducao em bilocalidade para cenarios tripartidos. Suponha que nos
encontramos em um cendrio de Bell tripartido e associaremos a cada parte um observador ficticio : Alice,
Bob e Charlie.

Sob uma descricao convencional de varidveis ocultas, as varidveis denominadas locais podem ser
decompostas como

pabc|ryz = Z qaﬁ'y(sa,ozz 5b,By 6c,~/27 (1)

aBy

onde a7 representam os resultados de todas as possiveis perguntas de todas as partes.

Em um cenédrio de bilocalidade iremos mudar a estrutura causal desse modelo de varidveis ocultas.
Suponha agora que possuimos duas fontes S; e So. S distribui particulas entre Alice e Bob, Sy distribui
particulas entre Bob e Charlie. Alice e Charlie possuem medigGes sobre seus respectivos sistemas e Bob
pode fazer uma medi¢do conjunta em seu sistema compartilhado com Alice e Charlie. Para o caso em

T Y z
3 S, 3 s, 3
O e G e =
21 02

\q \; \

Figura 1: p; representa a primeira particula entre Alice e Bob. E, ps representa a segunda particula
entre Charlie e Bob.
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que temos duas fontes, podemos atribuir a cada fonte uma variavel oculta A\; e Ay. E dizemos que o
comportamento p é local se

Pabe|zyz = //dAld)\Q ﬁ)q,Agpa|a:)\1pb\y)\1)\2pc\z/\2 (2)



onde estamos integrando sobre todos os possiveis pares (A1, A2) que poderiam gerar correlagoes entre os
sistemas.

Primeiro mostremos que essa formulacao é equivalente & abordagem convencional. Com efeito, como as
probabilidades de Alice nao dependem da varidvel oculta Ay temos que pgjzx, = Pajzr, r,- Analogamente,
Pelzxa = Pefza Ao+ Com isso temos,

Dabe|zyz = //d)qd)\z D1 A2Paleds a2 Polyri AaDe|zhi Az s

tomando A = (A1, A2)
Pabe|zyz = /v/dA ﬁkpa|a:)\pb|y)\pc\z)\'

Logo, a abordagem com duas fontes continua sendo equivalente & convencional. Associamos a a Aj,
p ao par (A1,A2) e v & Ay, De fato, recuperaremos a equagao (2.1), pois Pgjzn, = Do dalr Oa,an
Polyride = Zﬂ 48121 2:06,8, € Dejzrs = Zw @y|7s0c,y. - Assim podemos definir

Gapy = // AA1dA2 PaixaTalri 98I Ae Dyl e (3)

Até agora estamos simplesmente mudando nossa abordagem frente a localidade tripartida. Suponhamos
agora que S7 e Sy sdo fontes independentes, se assim for é natural que essa caracteristica seja refletida
no modelo local, obtendo assim
ﬁkl,)\z = pg\lpl)fz' (4)

Antes de entrarmos em detalhes nas consequéncias dessa suposicao, é importante reforcarmos a ideia de
que é apenas uma suposi¢ao, nao é algo que segue diretamente dos principios de localidade. De fato,
pode ocorrer que o passado comum entre as fontes esteja de alguma forma correlacionado de acordo com
localidade. No entanto, temos fortes evidéncias experimentais que essa configuracao pode ser atingida.
Um exemplo disso seria o experimento de entanglement swapping onde duas fontes, que nunca interagiram
(podem ser de marcas diferentes, feitas em diferentes partes do mundo ou serem até carregadas por fontes
elétricas distintas), geram pares de f6tons emaranhados e, com a escolha certa de medigoes para as partes,
resultam em um sistema emaranhado entre as partes que nunca interagiram. As evidéncias de que isso
pode ser atingido experimentalmente é o que motiva essa nossa hipotese.

Mostraremos agora, como a independéncia das fontes se traduz em termos dos pesos gn.5,. Antes
disso definimos as seguintes quantidades

Goy = Z Japy
B

o = Z da By
B

e, analogamente para g.,.

Teorema 1. Um comportamento p é dito bilocal se, e somente se possuir decomposicao local tal que
doy = Qaqy Yoy

A interpretagao do resultado acima nos diz que se as estratégias « e 7y sao oriundas de fontes inde-
pendentes entao suas probabilidades nao serao correlacionadas. Podemos ver também que o conjunto de
comportamentos bilocais estd contido no politopo local. Os pontos extremais desse politopo, i.e., as es-
tratégias deterministicas sao também bilocais, mas uma mistura dessas estratégias nao é necessariamente
bilocal. O conjunto bilocal nao é, portanto, convexo e nao conseguiremos formalizar desigualdades Bell
lineares como no caso local. Mostraremos a seguir que conseguimos desigualdade nao-lineares que sao
satisfeitas pelos comportamentos bilocais.



Desigualdades de Bilocalidade

Para um dado comportamento bilocal (ou local) a decomposicao dada em termos de gop, geralmente
nao ¢ tinica, iremos apresentar os correlatores e;z;, para que possamos mostrar onde se encontram esses
graus de liberdades internos na decomposicao e conseguirmos tratd-la de uma forma ainda mais prética.
Iremos nos restringir ao caso de perguntas e respostas binarias. Comegaremos apresentando um pouco
da notagao, sabemos que cada estratégia é do tipo @ = apay e analogamente para os outros simbolos.
Definimos i = igi1, j = joj1 € k = koky e os coeficientes

aE= D (DN gas,, (6)

aBy

onde \- v =a-i+pB-j+7v-k em que a-i = agip + aii;. Os coeficientes {e755} sdo equivalente
aos coeficientes {gns}, a equacdo acima é na verdade uma transformada de Fourier discreta. Podemos

inverter essa transformagao obtendo
_ X7
Gopy =27 (1) ey, (7)

Seja A, = (—1)% para x € {0, 1}, e analogamente para B, ¢ C, para uma dada estratégia a8~y. Teremos

io i1 RI0 RI1 ko K
€k — <A6°A'f B(%OB{ICOOC11>{%M}~
Agora para quando temos i # 1, j # 1 e k # 1 (onde 1 = 11). Teremos no maximo um termo A, B,
e O aparecendo de forma nao-trivial neste valor esperado. Podemos entdo obter os coeficientes {e;;z}
diretamente do comportamento p :

eyt = (A AR B B Cl L), ®)

parai # 1, j # 1 e k # 1, modificando agora A, = (—1)% onde a, € {0,1} é a resposta da Alice
para a pergunta x. Teremos, por exemplo, e10,10,10 = (A0BoCo)p, €10,00,00 = {(Ao)p € €00,00,00 = 1 por
normalizagao.

Por outro lado, quando tivermos 7 = 1, j = 1 ou k = 1 néo poderemos obter esses coeficientes pelo
comportamento p, pela incompatibilidade dos resultados Ay e Ay, By e By, Cy e C1. Esses coeficientes
serao chamados de graus internos de liberdade do modelo local, somente restritos pela condicao de nao
negatividade, i.e.,

Vo, 8,7, Z(—l)x'ﬁem >0

ijk

Fnalmente, voltando para a condi¢ao de bilocalidade, na representacao de correlatores é que

€k = €i0Cook  Vis k-

Iremos agora estudar o cendrio (2,2), i.e., Alice, Bob e Charlie possuem perguntas e respostas bindrias.
Logo, z, y, z, a, b, ¢ € {0,1}. Defina para uma dada distribuicio p?? os termos :

<A$ByCZ>P22 = Z(fl)a+b+cpi,2b,c\m,y,z’ (9)

a,b,c

as seguintes combinacoes lineares desses termos 122, J?2

1
122 :Z Z <AzBOCz>p22
z,2€{0,1}

JP =2 N (1) (A BiC)p,

z,2€{0,1}



Lemma 2. Se p*?, distribuicao de probabilidade do cendrio (2,2), € bilocal. Entdo

VI + /7] <1 (11)

Note que essa é somente uma condicao necessaria para bilocalidade, i.e., qualquer comportamento bilo-
cal ird cumprir essa desigualdade, entretanto existem comportamentos somente locais que também irao
cumpri-la. Podemos também estudar o caso (1,4). Nesta configuracao Alice e Charlie possuem medigoes
e resultados binarios e Bob faz uma medigao com 4 possiveis resultados. Podemos representar as repostas
de Bob por b = b°b! = 00, 01, 10 ou 11. E as correlacdes como p};}bobl Primeiramente, definimos

clx,z”

(ABYCo)pis = ) (D)™ Dl o (12)

a,bobl c
E definimos I'* e J'4,

1
114:1 > (AuBCl)pu,
z,z€{0,1}

T =2 3 (214 B ).
z,z€{0,1}
Agora podemos ver que, analogamente ao caso anterior.

Lemma 3. Se p'*, distribuicao de probabilidade do cendrio (1,4), ¢ bilocal. Entdo

I+ VT < 1

Note que o cendrio (2,2) e o cenério (1,4) estdo intimamente ligados e pode-se obter um comportamento
p?? a partir de um p'*, mas a reciproca dessa afirmacio nio é verdadeira. De fato, no caso (2,2) os bits
b e b' podem ser resultados de medicdes incompativeis e geralmente ndo podem ser revelados de forma
simultdnea para definirmos b. O experimento de swap de emaranhamento é um caso particular desse
cenario e é de nosso interesse. Esse cendario serd abordado novamente mais adiante.

Novo critério

Apés estudarmos as desigualdades Dy conseguimos um critério suficiente para a detec¢do de comporta-
mentos nao-bilocais. Entretanto, essa abordagem ainda deixa um pouco a desejar pois nao caracteriza
totalmente o conjunto de comportamentos bilocais.

Nesta secgao iremos fazer uma nova tentativa : desenvolver um critério que seja melhor que o adotado
anteriormente. Ao considerarmos cenarios de bilocalidade devemos ter em mente duas coisas : localidade
e independéncia na distribuicao de varidveis ocultas. E nossa maior dificuldade é no segundo aspecto.
Podemos reformular o problema da medigao de bilocalidade como um problema QCQP (Quadratically
constrained quadratic program). Primeiramente, iremos definir esse problema de forma mais precisa.

Um QCQP é um problema de otimizacao no seguinte formato

T T
min x T+agT
Inin Qoz + ag
subject to (14)
2TQir+alz <0 i€ {l,..,m}
Ax =0,
onde Qq, ..., Qm € S,. Vale lembrar que se Q; > 0 Vi, i.e., se todas as matrizes () forem positivas semi-
definindas o problema de otimizagao se torna convexo. Se as matrizes () forem indefinidas o problema nao
é convexo. Vemos que o problema de acharmos uma decomposigao explicita de bilocalidade é equivalente
ao seguinte problema de factibilidade
find q € R”
such that
Aq=p
q=>0.



Como as restrigoes f; sao formas quadraticas sobre a varidvel q, temos que o problema original é um
QCQP nao-convexo. Nesta abordagem dependemos apenas de resolver o QCQP de forma eficiente. Nesse
sentido, nos dias de hoje ja existem solvers que conseguem eficientemente resolver problemas quadraticos
nao-convexos. O solver de nossa escolha nesse projeto foi o Gurobi que possui um novo solver bilinear na
versao 9.0 feito, justamente, para atacar esses tipos de problemas.

Resultados Finais

Iremos apresentar um exemplo muito instrutivo. Claramente, o comportamento do nosso cenério de Bell
pode ser obtido através de um estado quéntico e um conjunto de medi¢Ges para Alice, Bob e Charlie.
Considere o caso (1,4), onde Bob possui uma medigdo projetiva completa na base de Bell. E, Alice
e Charlie possuem observaveis com respostas binarias. Escolheremos o estado compartilhado entre as
partes como duas copias do estado

p=v|®") (®F| + (1 —wv)|01) (01]. (16)

De forma que, Bob compartilha uma cépia de p com Alice e outra com Charlie. Essa familia de estados
entrépicos é comumente chamada de Estados de Werner com ruido colorido. As perguntas do Bob serao
os projetores na base de Bell e as perguntas de Alice e Charlie serao observaveis, cujos efeitos podem ser
parametrizados da seguinte maneira

1 1

Onde & = (01, 02,03) sdo as matrizes de Pauli e ¥ é um vetor radial arbitrdrio em uma esfera unitdria
tridimensional, também denominado vetor de Bloch. Sabemos que 7 depende apenas de um angulo polar
0 € [0,7] e um angulo azimutal ¢ € [0,27). Como o processo é anédlogo para Charlie, podemos entao
parametrizar os observaveis de ambas as partes com os parametros 6 e ¢

o0* = {F0|m5F1\1} = Oi,@'
Podemos obter o comportamentos pela regra de Born
p(abclzz) = Tr((0% @ B, @ OF)),

onde 1) = p® p é o estado que descreve o sistema e OF, E} e OF atuam no qubit da Alice , 2 qubits do
Bob e qubit do Charlie respectivamente.

Sorteando diversos parametros para diferentes visibilidades, conseguimos um conjunto de medigoes
que consegue nos dar comportamentos muito interessantes. Considere os seguintes parametros para os
observaveis

o = 3.987701814701555 e 6 = 2.269366898278137 para z = 0

o o =1.5376255593052797 e 6§ = 2.343536159060366 para z = 0
o = 4.758465625923057 e 0 = 0.7244852532334988 para z =1
o  =1.69635414303493 e 6 = 0.18004794259238285 para z =1

conseguimos verificar que para v > 0.86 teremos um comportamento nao-bilocal. Além disso, s existird
violagao das Dyy para v > 0.92. Dessa maneira, conseguimos ver uma clara vantagem que a nossa
segunda abordagem leva em relagao a primeira, detectando pontos que nao podem ser descriminados
pelas desigualdades de nao-bilocalidade. A forma na qual obtemos esse resultado é algo que ainda néao
tinha sido visto na literatura, ainda que pontos do politopo local com essa natureza ja tenham sido
encontrados com a utilizacao de Machine Learning para o processo de discriminagao.

Concluimos que o projeto discutido tenta dar pequenos passos em novas diregoes do cendrio de redes
quanticas e em Bilocalidade de Bell. A utilizacdo de métodos de otimizacdo nao-convexos ainda é algo
novo e pouco explorado no contexto de Fundamentos Matemaéaticos da Mecanica Quéantica, esperamos
que nos proximos projetos tenhamos resultados ainda melhores e mais inovadores. Infelizmente, devido
ao limite de paginas existem uma série de consideragoes técnicas que poderiam ter sido feitas mas foram
deixadas no Relatério Final.



