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1. Introducao

Com o crescimento de pesquisa e investimento para desenvolvimento de computadores quanticos com alta
contagem de qubits, a demanda para o desenvolvimento de protocolos de seguranga para evitar falhas se torna cada
vez maior. O presente trabalho busca a analise de codigos quanticos através de uma lente de teoria de recursos. O
foco foi a coeréncia, um recurso puramente quantico que mede a quantidade de emaranhamento no sistema, onde
buscou-se entender seu papel como ferramenta para o estudo e desenvolvimento de novos codigos quanticos de
corregdo de erros.

No total foram estudados 5 codigos de correcdo de erros pertencentes a diferentes classes, entre estes
codigos dois faziam o uso de um ebit (um par emaranhado de qubits) buscando aumentar a eficiéncia em
comparagdo com codigos sem ebits. Tais codigos pertencem a classe de codigos assistidos por emaranhamento.
Estes codigos com emaranhamento também foram estudados na presenca de decoeréncia usando os estados de
Werner para o ebit, assim simulando um emaranhamento instavel.

2. Coeréncia

Coeréncia ¢ um recurso novo em teoria da informagao quantica e ainda ¢ discutido uma forma de medi-la.
Ela é armazenada nos termos fora da diagonal principal do operador densidade e depende da base em que a matriz é
definida. Para este trabalho foi escolhida a entropia relativa de Von Neumann junto de bases mutuamente imparciais
para realizar esta medida.

C(p) = S(Pgiug) — S(p)

Onde p¢ a matriz densidade, p,,, ¢ a matriz com apenas a diagonal principal da matriz densidade ¢ S(p) ¢
a entropia de Von Neumann dessa matriz densidade. A matriz densidade representa o operador densidade em uma
base. As bases usadas foram a base computacional para qubits ( [0)e|1)) e sua base mutuamente imparcial, a base

+( |+)e |—)). Foi usada a base mutuamente imparcial, pois esta maximiza a coeréncia [7].
3. Codigos estudados

Foram escolhidos 5 codigos ja estabelecidos na literatura para realizar esta pesquisa. Logo abaixo tem-se
uma breve descri¢ao de cada codigo e como € construido.

a. Codigo de Shor
E o codigo mais simples deste estudo, e um dos primeiros a ser introduzidos a novos estudantes de teoria
quantica de correcdo de erros. O codigo de Shor ¢ capaz de corrigir erros generalizados em canais quanticos,
aplicando dois codigos simples de repeticdo um seguido do outro. Primeiro, o qubit da mensagem ¢ codificado
usando o codigo de phase-flip, que protege o qubit contra o erro que troca o sinal da fase deste qubit, aplicando uma
transformagdo da Hadamard e entdo repetindo o qubit 3 vezes, alterando o qubit da seguinte forma:
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Entdo o qubit ¢ codificado novamente usando o cdédigo de bit-flip, que apenas repete cada qubit 3 vezes,
levando aos estados finais:

(000} + [111))(]000) + [111))(|000) + |111}))
= Eﬁ )

(J000) + [111))(J000) + [111))(J000) + |111))
2v/2

Assim uma mensagem |0) ¢ codificada no |0,) ou “zero 16gico”, que ¢é a representacdo da mensagem apos a

|0} — |0g,)

1) =+ 1z} =

codificagdo. Note que o codigo de Shor utiliza 9 qubits para codificar 1 qubit de informagéo, entdo tem uma taxa de
transferéncia de 1/9, sendo o maior codigo e o menos eficiente dentre os estudados.

b. Céddigo de Steane
O codigo de Steane de 7 qubits[6] ¢ o mais famoso e mais usado pela sua simplicidade. As palavras codigo
sdo geradas a partir da matriz de geradores, que define as transformagdes que aplicadas nao alteram o estado das
palavras codigos, entdo sdo estabilizadores deste estados. O formalismo de matriz geradora pode ser usado para
todos os codigos neste estudo e foi usado para facilitar a andlise na parte final do trabalho. A matriz geradora do
codigo de Steane ¢:
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Onde cada linha representa um gerador g, cada 1 a esquerda da linha separadora representa um operador
Pauli-X, a direita representa um Pauli-Z e quando ha 1 dos dois lados representa Pauli-Y. Se ha apenas 0, representa
a identidade, por exemplo, o gerador da primeira linha g, = JJIXXXX onde cada operador afeta seu respectivo
qubit.

c. Codigo de 5 qubits
Pelo limite de Hamming quantico[4], este é o codigo mais eficiente possivel usando apenas qubits para a
codificagdo, apesar disso ndo ¢ tdo utilizado quanto o codigo de Steane pela sua complexidade.

d. Codigo de Shaw e Codigo de Wilde

Codigo de Shaw[5] e o codigo de Wilde[8] sdo os dois codigos que utilizam pares emaranhados (ebits) para
codificar a mensagem[1]. Um dos qubits do par emaranhado fica com Bob enquanto Alice envia seu qubit
codificado. Isso aumenta a taxa de transmissdo do codigo em troca do uso do ebit, além disso, o qubit que estd com
Bob ¢ imune a erros causados durante qualquer computacdo feita usando a mensagem codificada, diminuindo a
possibilidade de erros durante uma computagéo tolerante a erros.

Quando ambos os cddigos foram construidos usando um par emaranhado nos estados de Werner[3], para
simular decoeréncia, pode-se notar que hd diminui¢do da coeréncia nos coédigos com a perda do emaranhamento.
Isto é esperado em uma constru¢ao de emaranhamento instavel.
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Figura 1: a) Crescimento da coeréncia com a probabilidade de sucesso na formagido do emaranhamento no cédigo de Wilde e (b)
Crescimento da coeréncia com a probabilidade de sucesso na formagao do emaranhamento no co6digo de Shaw.

4. Coeréncia em canais ruidosos

Alguns dos tipos mais comuns de canais ruidosos sdo os de despolarizagdo (onde a informagdo dos qubits é
perdida devido ao estado ser trocado por um estado completamente misto I/2, onde I é a identidade), relaxacdo de
amplitude ( que modela o processo de emissdo de fotons, levando os qubits a um estado de menor energia até o
estado ndo-excitado), e de amortecimento de fase (que modela o espalhamento dos qubits, assim perdendo a
informacao da fase relativa entre os autoestados do qubit e zerando os termos fora da diagonal do operador
densidade). E simples ver como estes canais diminuem a coeréncia do estado da mensagem, zerando os termos fora
da diagonal. Este efeito também pode ser visto no canal bit-phase flip, o Gltimo canal ruidoso analisado, como pode
ser visto nas figuras 2 e 3. Isto mostra uma relaggo entre a coeréncia e os efeitos do canal ruidoso sobre a mensagem
codificada.
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Figura 2: (a) Coeréncia contra probabilidade de erro no canal de bit flip para um qubit e (b) Coeréncia contra probabilidade de
erro no canal de phase flip para um qubit
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Figura 3: (a) Coeréncia contra probabilidade de erro no canal de bit-phase flip para um qubit e (b) Coeréncia medida na base |+)
contra probabilidade de erro no canal de bit-phase-flip para um qubit codificado no cddigo de 5 qubits.

5. Coeréncia nos cédigos

Computando as coeréncia dos codigos nas duas bases estudadas e com mensagens sem superposi¢io (|0) )
e com superposi¢io ((|0) +]|1) )/\/2_), se percebe algumas relagdes entre a coeréncia e os codigos. A coeréncia esta
ligada ao numero de palavras codigo do estado do co6digo, ou nimero de autoestados pelos quais o estado do codigo
esta espalhado. O cddigo de Steane e de Shaw tem apenas 8 palavras codigo e tem coeréncia igual € menor que os
codigos de Wilde e 5 qubits que possuem 16 palavras codigo. A coeréncia ndo esta ligada a usabilidade do codigo,
pois o codigo mais util e simples (Steane) ndo possui a maior coeréncia.

A coeréncia do codigo de Shor tem este comportamento inesperado devido a forma como ¢ codificado.
Como ¢ primeiro aplicado portas Hadamard no sistema, entdo os qubits sdo mais espalhados pelo espago da base
|+> e sdo pouco espalhados na base computacional. Isso ndo ocorre nos outros codigos por serem construidos de

forma mais generalizada, independente da base de construcdo, dependendo apenas dos estabilizadores dos estados
do codigo.
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Figura 4: Coeréncia normalizada medida nas bases computacionais e mais-menos para mensagens com superposi¢do e sem
superposicao.



6. Erro no Bloco e Taxa de Transmissao

Inspirado por conceito de probabilidade de erro no bloco em teoria da corregdo de erros classica, onde é
medida a probabilidade de ocorrer um erro ou mais no codigo e normaliza pela quantidade de bits, foi feita uma
comparacdo semelhante entre os codigos quénticos usando a andlise para computacdo tolerante a erros de
Gottesman[2].
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Figura 7: Taxa de transmissdo versus a probabilidade de erro no bloco para os codigos quanticos analisados, dado uma
probabilidade de erro de 0,1.

Isso demonstra a vantagem dos cddigos com emaranhamento, mantendo a mesma probabilidade de erro
mas aumentando a taxa de transmissao, onde a unica limitagado ¢ a estabilidade dos ebits.
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