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1 Resumo

Tivemos como objetivo do trabalho uma introducao aos conceitos de Geometria Rie-
manniana como geodésicas e curvatura.
Para trabalhar em Geometria Riemanniana precisamos de uma generalizacao do con-

ceito de superficies, as variedades suaves.

Definicao 1. Um espaco topologico M ¢ dito uma n-variedade topolégica se ¢ Hausdorff,
sequndo enumerdvel e todo ponto em M tem uma vizinhanca U que é homeomorfa a um

aberto de R™ por um homeomorfismo ¢. O par (U,p) € chamado de carta em M.
Precisamos também do conceito de diferenciabilidade em variedades topologicas.

Definicao 2. Um atlas para M ¢é uma colegao de cartas cujos dominios cobrem M. Um
atlas para M € dito suave se, para quaisquer cartas (U,p), (V) em M, UnV =@ ou
Yot éum difeomorfismo entre abertos de R. Um atlas suave para M € dito maximal se
nao estd contido em nenhum outro atlas suave estritamente maior que ele. Uma variedade
suave € um par de uma variedade topologica e um atlas suave mazximal.

Seja M, N variedades suaves e F': M — N um mapa qualquer. Dizemos que F' é um
mapa suave se para todo p € M, existe cartas (U, @) contendo p e (V,psi) contendo F(p)
tal que F(U) cV e 0 mapa o Fop™ é suave entre p(U) e (V). O conjunto de todas
fungoes suaves f: M — R serd denotado por C*°(M).

Uma das grandes ferramentas em entender a geometria das variedades ¢ a ideia de

aproximacao linear, o que leva a definicao de espaco tangente.

Definigao 3. Um mapa linear X : C°(M) — R € dito uma derivacao em p € M se
X(fg)=f(p)Xg+g(p)Xf para todo f,g e C°(M). O conjunto de todas derivagdes em
p € um espago vetorial chamado espago tangente a M em p, denotado por T,M.

O espago tangente dual T,) M serd chamado de espago cotangente.

Se F': M — N é um mapa suave entre variedades suaves, para cada p € M definimos

um mapa linear F, : T,M — Tr@,)N, chamado de pushforward associado a F, por

(FX)(f) =X (fe F)

Uma das construcoes mais importantes é a de fibrado vetorial, pois permite astender

algo definido pontualmente para algo global em uma variedade.

Definicao 4. Seja M wum variedade topologica. Um fibrado vetorial suave de posto k
sobre M ¢é uma variedade topoldogica E junto com uma funcao suave m: E — M que, para
cada p e M, o conjunto E, =7m"1(p) c E estd endossado com uma estrutura de um espago
vetorial real k-dimensional e, para cada p € M, existe uma vizinhanca U dep em M e um

difeomorfismo @ : 7Y (U) - U x RF tal que myo® =7 (m : U xRF - U € a projecio na



primeira coordenada) e tal que, para todo q € U a restri¢io de @ a E, seja um isomorfismo

de espagos vetoriais de E, em {q} x R*.

Um importante caso de fibrado vetorial é o fibrado tangente T'M = [, T,M =
Upenr {p} x T, M junto com o mapa 7 : TM — M, 7(p, X) =p. Um campo vetorial é uma
secao do fibrado tangente, isto é, um mapa continuo X : M — T'M tal que mo X = Id,,.
O conjunto de campos vetoriais serd denotado por T (M).

Dados f e C(M) eV e T(M), podemos definir V f € T (M) por V f(p) =V, f. Dados
X,Y e T(M), definimos [X,Y ] e T(M) por [V,W],(f) =V,(W[f)-W,(Vf)VpeM, fe
C=(M).

Definicao 5. Um k-tensor covariante em um espaco vetorial V € uma funcao multilinear
T:Vx..xV >R emk elementos de V. O conjunto de todos k-tensores em V serd
denotado por Tr(V).

Dada uma variedade suave M, definimos o fibrado de k-tensores covariantes em M
por T*M = |pepy TH(T,M) com 7 : T*M — M , n(p,T) = p. Um k-campo tensorial
covariante suave € uma secdo suave de TFM, isto €, um mapa o : M — TFM suave tal
que oo = Idy,.

Dado uma mapa suave F': M — N entre variedades suaves e um k-campo tensorial

covartante suave o em N, defintmos k-campo tensortal covariante suave F*o em M,
chamado de pullback de o por I, por, se Xy, .., X € T,M,

(F*0)p(X1, ooy Xi) = 0y (F X1, ..., Fu X3

Para entendermos propriedades geométricas em variedades, precisamos definir o que

é métrica Riemanniana, objeto principal da Geometria Riemanniana.

Definicao 6. Uma métrica Riemanniana g em uma variedade suave € um 2-campo tenso-
rial covariante simétrico, g,(X,Y) = ¢,(Y, X) Vp e M, VXY € T,M, e positivo definido,
9 (X, X)>0Vpe M,VX e T,M. O par (M,g) é chamado de variedade Riemanniana.
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Usamos a métrica Riemanniana para definir norma de vetores tangentes: |X| = g,(X, X)2
VX e T,M. E com isso podemos definir também o comprimento de uma curva suave

v :[a,b] = M como i
L= [ e

Assim podemos também definir distancia em uma uma variedade Riemanniana.

Definigao 7. Se (M,g) é uma variedade Riemanniana conera e p,q € M, a distdncia
entre p e q, denotada por d,(p,q), € o infimo de L(vy) sobre toda curva suave por partes
vy dep aq.

Um difeomorfismo F : (M, g) — (N, g) entre variedade Riemannianas € dito isomelria
se F*g = g. Isso € equivalente a dz(F(p),F(q)) = dy(p.q) Vp,q € M se M e N sao

conexras.



Vimos nesse trabalho o conceito de conexao linear, que é um conceito mais geral de

como derivar campos vetoriais.

Defini¢cdo 8. Uma conexdo linear é um mapa V : T(M) xT(M) - T(M) , (X,Y) —»
VxY, C°(M)-linear em X, R-linear em Y e Vx(fY)=fVxY +(Xf)Y VfeC>(M)
e VY e T(M).

Um campo vetorial sobre uma curva v : I — M é um mapa V : I — TM tal que
V(t) e T;@yM. Para toda curva v :1 — M, wuma conexdo linear determina um operador
entre campos vetoriais sobre essa curva, denotado por Dy tal que D,V (t) = Vyr(t)f/, em
que V seja uma estensio de V., isto é, Ve T(M) e Vi = V(1).

Uma conexao V numa variedade Riemanniana € dita compaltivel com a mélrica g se
X(Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,Vy Z).

Um importante lema de Geometria Riemanniana é o de existéncia de uma conexao

compativel com a métrica.

Teorema 1. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana. Erziste wma tnica conexao linear
V em M que é compativel com g e simétrica: VxY -Vy X = [ X, Y] VXY e T(M). Esta

conexao € chamada de conexao Levi-Civita.
Agora podemos entender os conceitos de geodésicas e curvatura Gaussiana.

Definicao 9. Uma curva v : 1 - M em uma variedade Riemanniana com uma conerao
V, enta vy € dita uma geodésica se Dyy' =0. Se V for a conexao Levi-Civita, dizemos que

v € uma geodésica Riemanniana.

Um dos grandes problemas de Geometria Riemanniana é encontrar uma curva que seja
"o menor caminho entre dois pontos". Vamos ver que esse problema estd intimamente

com o conceito de geodésicas.

Definicao 10. Uma curva v : [a,b] > M em M wvariedade Riemanniana com vy(a) =p e

v(b) = q € dita minimizante se L(7y) = dgy(p, q).

Teorema 2. Toda curva minimizante ¢ uma geodésica quando dada a parametrizacao

com velocidade escalar unitdria.

Um dos conceitos mais importante para entendermos a forma de variedades Riemanni-
anas e a relagao de sua geometria com sua topologia é o conceito de curvatura Gaussiana.
No trabalho vimos como definir e entender o chamado operador forma que é essencial

para definirmos a curvatura Gaussiana.

Teorema 3. Dada uma hipeficie M em R™, isto é, uma subvariedade tmersa de R™ com
a metrica induzida de R™, se N € uma campo vetorial normal a M, entao o operador
forma s € dado por, para X €T

s(X)=-VxN
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em que V € a conexdo Euclideana em R"™ dada por VxY = Vx(Y?0;) = (XY");. Além
disso, em cada ponto p e M, s é um operador linear auto-adjunto em T,M, portanto, por

Algebra Linear, é diagonalizdvel.

Definicao 11. As funcées Ky, ..., Kk, que associam em cada p € M o0s autovalores do ope-
rador forma sao chamadas curvaturas principais de M.

A fungdo curvatura Gaussiana K de M é definida por K(p) = det s,. Portanto,
K = Ky...kp. A curvatura Gaussiana mostrou-se importantissima no estudo da geometria
de hiperficies no espagco Fuclideano e também importante no entendimento da relagcao

entre geometria e topologia.

Existem dois grandes teoremas cléssicos relacionados a curvatura Gaussiana que estu-

damos no trabalho.

Teorema 4. (Teorema Egregium de Gauss) A curvatura Gaussiana € um invariante iso-

métrico.

Teorema 5. (Teorema de Gauss-Bonnet) Se M é uma 2-variedade Riemanniana trian-

gulada, compacta, orientada, entao

fMK dA = 21\ (M)

em que X(M) € a caracteristica de Euler de M, um invariante topoldgico estudado em

topologia algébrica.
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