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1 Introducao

A distribui¢ao Birnbaum-Saunders, ou BS, (Birnbaum e Saunders, 1969) surgiu no contexto
da engenheria, utilizada para descrever processos de degradacao. Atualmente, no entanto, por
conta desta propriedade, vem sendo utilizada nas mais variadas areas de aplicagao, sendo 1til
para saude, passando por economia e até mesmo na previsao de desastres naturais. Nossa
proposta é uma extensao da distribuicao BS, que é baseada na distribuicao assimétrica de
Laplace.

1.1 A Distribuicao BS

Uma variavel aleatoria positiva T', que representa o tempo total até que ocorra a falha, é dito
ter uma distribuicao BS se pode ser representado em termos da distribuicao normal padrao
por:

T = g(&Z+\/(aZ)2+4>, a>0,5>0, (1)

onde Z ~ N(0,1). Esta distribuigao ¢ denotada por: T" ~ BS(«, ). A fungao densidade de
probabilidade (fdp) de T, é dada por:

fT(t) = gb(at(avﬁ))At(a?B)’ t>0, (2)
em que ¢(.) é a fdp de uma N(0, 1),

(e, B) = ~ (VB = VBJI) e Adlew ) = anfen ). ®)
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1.2 A Distribuicao Laplace

Segundo Yu e Moyeed (2001), uma v.a. Y segue uma distribui¢ao Laplace assimétrica (ALD),
com parametro de locagdo u, paramentro de escala o > 0 e parametro de assimetria p € (0, 1),
se sua fdp é dada por:

p(l—p Yy—H
f(y‘:uao-vp):(T)exp{_pp(T)}7y€R7 (4>
em que p,(.) é chamada de funcdo perda definida por p,(u) = u(p — I{u < 0}). Y pode ser

representada estocasticamente por:

Y =p+9,U+1,VoUZ,

em que U ~ exp(o), Z ~ N(0,1), independentes, 9, = ﬁ e 7'5 = ]ﬁ.
Esta distribui¢ao serd denotada por Y ~ ALD(u,0,p). Se p =0 e o = 1, dizemos que Y
segue uma distribuicao ALD padrao. Uma das principais aplicagoes desta distribuicao é em

regressao quantilica, como pode ser visto em Benites et al. (2015).

2 A distribuicao BS baseada na distribuicao ALD

A fungao densidade da distribui¢ao BS baseada na distribuigao ALD (LBS), é dada por:
f(t) = ¢ALD(CL¢(05, 6))1475(0[, 6)7 t> 07

em que ¢rp representa a fungao densidade de uma distribui¢ao ALD padrao, definida em (4),
a; e Ay sao como definidas em (3)

Para gerar dados T' ~ LBS(a, 3,p), os seguintes passos sao utilizados:
1) Gerar Y ~ ALD(0, 1, p);

2) Computar T' = %(QY ++/(aY)?2 4 4)%

A geracao de dados é importante para verificar algumas propriedades do modelo LBS,
como por exemplo estudos de simulagao sobre a estimativa de méaxima verossimilhanca dos

parametros.
Teorema: Seja T' ~ LBS(«, 3,p). Entao:

i) a fungao de distribui¢ao acumulada, é da forma:

F(t) = ®arp(ai(a, B)),

em que $47p é a fungdo acumulada da distribuigao ALD padrao e a; é como definido em (3);
ii) aT ~ LBS(a,af,p), para todo a positivo;

iii) &+ ~ LBS(a,1/8,1 — p).



3 Estimacao

Desenvolvemos uma aplicacao do algoritmo EM para estimar os parametros da distribuigao
LBS. Esta parte é inspirada nos trabalhos de Yu e Zhang (2005) e Santana (2009).

O algoritmo EM (Dempster et al., 1977) é usado para calcular de forma iterativa estimadores
de méaxima verossimilhanca, 1til, principalmente, quando temos dados faltantes.

Seja 17 ...T, uma amostra aleatéria de T ~ LBS(«, 8,p). Usando os teoremas anteriores,
podemos obter uma representacao hierarquica para a LBS:

T% | Uz =unr BSE(OCui,pa ﬂa 0 = 2>7ui,p)
U; ~ exp(l)
Tratando U como dado faltante, podemos implementar o algoritmo EM.
Para 0 = (a, 3,p), a funcao log-verossimilhanca para os dados completos é dada por:

n

0o | y.) = Z(logfﬂU(ti | ui) + log fu(wi))

=1

No passo E, deve-se tomar a esperanca da log-verossimilhanca condicionada em T e 0%, que
denota os valores de @ no estagio k do algoritmo, obtendo a funcao Q.

QO] 6%) =E[(0]y) | 0"

No Passo M do algoritmo, deve-se maximizar a funcio Q(6 | 8%). Obtendo o seguinte estimador
para a:

Z A31@1& )
(1 —2p)A + 2n)

em que A = — 525 + g i Blu | 0,4

Para os parametros p e 5 nao temos estimadores com forma analitica fechada, e as estimativas
sao obtidas, respectivamente, usando:

p = argmax{Q(a,B,p | 6"} e B = arg max{Q(d. . | 6°}.
p



4 Analise de Dados Reais

Por fim, foi feita a analise de um conjunto de dados do Departamento de Minas da universidade
do Atacama, no Chile, que mostra medidas de Neodimio (Nd) de 86 amostras de minerais, estes
dados ja foram explorados em Reyes et al. (2016). O Neodimio é o elemento quimicio de niimero
atomico 60, nao ocorre na natureza como elemento livre, apenas em minérios como monazita
,constitui 18% do grupo terras raras de metais com propriedades fisico-quimicas semelhantes
e (ue ocorrem nos mesmos minérios. E usado para colorir vidros, criando cristais usados por
astronomos para calibrar espectrometros, como corante de esmaltes e em imas poderosos e ba-
ratos, comuns em fones de ouvido e discos rigidos de computadores, sendo, assim, de extrema
importancia encontrar um bom ajuste para modelar quantidade de neodimio em rochas.

O objetivo é ajustar a estes dados os modelos Birnbaum-Saunders (BS), Birnbaum-Saunders ba-
seada na Laplace (LBS) e Birnbaum-Saunders baseada na Skew-Normal (BSSN) e comparé-los,
numa tentativa de justificar a utilidade e eficiéncia da distribuicao apresentada neste trabalho.
Nas figuras a seguir vemos comparagoes entre os ajustes.

FDP FDP
BSSN(1.04,50.28,-1.36) BS(0.76,27 21)
— LBS5(0.25,29,0.54) — LB5(0.25,29,0 54)
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Figura 1: Histograma dos dados com densidades sobrepostas.

5 Conclusao

Neste trabalho apresentamos a distribuigao BS baseada na distribuicao Laplace. Esta distri-
buicao tem propriedades mais flexiveis do que a distribuicao BS usual. Para 0 < p < % temos
uma distribuicao assimétrica a direita, e para % < p < 1 temos uma distribuicao assimétrica a
esquerda. Também notamos propriedades leptocurticas, como pode ser visto na aplicacao. A
implementagao do algoritmo EM resultou ser complexa. Para isso, contamos com a colaboracao
de um aluno do mestrado em estatistica.
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