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Os Limites matematicos do Axioma da Escolha e do

Axioma da Determinacao
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1 Introducao

Sabe-se que a teoria de conjuntos possui diversas formulagdes diferentes, muitas delas extensa-
mente estudadas e apresentadas apds os resultados de Godel[1] e Cohen[2, 3]. As diferentes formula-
¢des da teoria de conjuntos, principalmente quando falamos de ZF', nos permitem criar modelos que
extendem a formulacdo original e preservam a consisténcia desta.

Assim, novos estudos se desenvolveram propondo novos axiomas consistentes com ZF e que
produziam diferentes resultados frutiferos. Em particular, podemos citar o Axioma da Escolha(AC),
Axioma da Determina¢ao(AD) e axiomas de Grandes Cardinais(LLC), dentre outros. O problema
de se admitir diversos modelos consistentes com ZF € que, de alguma maneira, pode ocorrer que
alguns dos modelos propostos sejam inconsistentes com outros modelos. Um exemplo € o caso de
ZF+AD, que € inconsistente com ZF+AC, isto €, AD implica anega¢ao de AC. No entanto, admitir o
Axioma da Escolha nos permite desenvolver boa parte da matematica padrdo que se conhece, apesar
de alguns resultados ndo usuais poderem ser provados nesse modelo. Por outro lado,0 Axioma de
Determinacao, quando admitido num modelo de conjuntos, preserva boa parte do desenvolvimento
matemadtico, porém é valido num modelo de ZF bem mais restrito que AC.

Assim, se formos admitir que a teoria de conjuntos € uma boa teoria para se fundamentar a mate-

matica, e além disso, que mais de um modelo para a teoria fundamenta a matemadtica de maneira

'A teoria chamada ZF é aquela que admite os axiomas de Extensdo, Separagio, Unido, Pares, Poténcia, Infinito,
Substitui¢do e Fundagdo, propostos por Zermelo[4] e Fraenkel[5].



satisfatéria, podemos nos perguntas: O que nos faz escolher um modelo em detrimento de outro?
Ou ainda, existe um modelo que seja o modelo legitimo para a teoria de conjuntos? Se precisamos
escolhar entre um axioma e outro, qual devemos escolher?

Esta pesquisa propde investigar possiveis respostas a essas perguntas, avaliando diversos aspectos.
Ontologicamente, se é mais vidvel admitir que exista apenas um universo, chamado normalmente
de V, em que toda a teoria de conjuntos € feita, e extensdes ou restricoes de 1/ seriam manobras
nominais, apenas, ou entdo, se nossa ontologia funciona melhor admitindo-se uma pluralidade de
universos de conjuntos, cada um deles instanciando um modelo diferente; Epistemologicamente, se
ha mudangas cruciais no entendimento de como funciona a matematica quando admitimos diferentes
modelos para a toeria de conjuntos, € como a teoria de conjuntos fundamenta essa compreensao;
Pragmatico, olhando quais modelos desenvolve matemdtica de maneira mais satisfatdria e se existe

algum critério claro que nos faga preferir um modelo a outro, neste sentido.

2 Resultados Obtidos

Até o presente momento, dois resultados bastante pertinentes quanto ao critério de avaliacdo de
axiomas foram obtidos. De um lado, conseguiu-se delimitar critérios para se admitir uma forma
fraca de pluralismo ontolégico em relagdo aos modelos de ZF, que segue, em parte, os trabalhos de
Woodin[6]. Por outro lado, também foram encontrados critérios bastante sélidos para a justificagdo de
axiomas, utilizando o que Penelope Maddy chama de justificagdes extrinsecas[7] e também o método

utilizando Principios de Reflex@o, de acordo com o que nos apresenta Peter Koellner[8].

2.1 Universismo e Multiversismo

Quanto ao pluralismo, podemos pensar que de um lado, se admitimos que haja apenas um uni-
verso legitimo da teoria de conjuntos, isto é, V' definido recursivamente utilizando operac¢des de unidao
e poténcia de conjuntos, temos um problema em justificar até restricde mais simples deste mesmo
universo. Contra-exemplos para esta tese podem ser facilmente encontrados no préprio desenvol-

vimento elementar da teoria de conjuntos. Tome W F' como sendo a classe de todos os conjuntos



bem-fundados, definidos recursivamente de maneira andloga aos V,,, elementos de V. Claramente,
toda a matematica € feita dentro de WW F', ainda que esta seja uma restri¢cdo de V. Alnda outro exemplo
pertinente € o universo L, como apresentado por Godel. Desta vez a restricdo de formagao de novos
conjuntos estd na operagdo de poténcia, uma vez que, para cada o na hierarquia, formam-se apenas
aqueles conjuntos definiveis em L,. Estes dois exemplos nos mostram que admitir uma ontologia
universista para toda a teoria de conjuntos deixa de lado muitos dos modelos usualmente utilizados
por teoristas de conjuntos.

De outro lado, no entando, temos a versao mais geral do multiversismo, endossada por Joel Ham-
kins[9]. Essa visdo admite que o multiverso da teoria de conjuntos € uma realidade e todas as teorias
de conjuntos seriam suas entidades. Dois problemas enfrentados por essa teoria € que, ela ndo admite
apenas aquelas teorias em que € possivel desenvolver a matemdtica padrao, mas também modelos
mais fracos que ZF. Além disso, corre-se o risco de se admitir entidades demais, isto €, admitir
entidades que ndo sdo efetivas no estudo e na pratica dos teoristas de conjuntos.

Assim, a alternativa encontrada remete a Woodin[6] e Steel[10], em que se desenvolve o chamado
Programa do Hiperuniverso(HP). Nele, se admitie um multiversismo mais restrito, em que o status
ontoldgico/epistemoldgico dos modelos ndo € relevante. O que se espera € obter um multiverso de
modelos que sejam ferramentas uteis para a pritica matemdtica. Neste sentido, o multiverso pos-
sui como entidades todos os modelos contaveis e transitivosde ZFC. Assim, obtém-se o modelo de

multiverso com a maxima capacidade explanatoria.

2.2 Justificacao de axiomas

Nosso segundo resultado se refere ao cardter epistemolégico de como justificar a admissao de
novos axiomas e modelos para ateoria de conjuntos, bem como compara-los, dada certa pratica ma-
tematica. Segundo Maddy[7], hd dois critérios possiveis para se justificar um axioma dentro de uma
teoria: o primeiro, chamado de justificag@o intrinseca, toma como justificivel um axioma se ele se-
gue diretamente, quase que analiticamente, no sentido kantiano, da concepcao que se deseja obter na
teoria; o segundo critério, justificacdo extrinseca, determina que um axioma esta justificado quando

assumi-lo na teoria produz bons resultados.



Exemplos de ambas as justificacdes sdo encontradas por toda a matematica. E intrinsecamente jus-
tificavel, por exemplo que um dos axiomas de Peano diga que para cada nimero natural, seu sucessor
também € natural, ou ainda, que queiramos que uma teoria de conjuntos tenha o axioma da Exten-
sionalidade, afinal, esses axiomas condizem com a ideia que temos quando pensamos em nimeros
naturais e conjuntos, respectivamente. De outro modo, axiomas menos intuitivos, mas extremamente
uteis, como o Axioma de Substituit¢do, no caso da teoria de conjuntos, sdo dificilmente justificados
intrinsecamente, mas facilmente justificados extrinsecamente: toda a hierarquia de ordinais depende
do teorema de recursao, que por sua vez, depende do axioma de Substituicio.

Por vezes, ambas as justificagdes sdo tomadas como contraditorias. No entanto, um dos resultados
da pesquisa nos diz que € possivel haver uma espécie de conciliacdo entre elas. A alternativa é recor-
rer a Principios de Reflexdo, como nos mostra Koellner[8], que nos permitiria justificar e construir
extensoes de ZF justificados na metateoria, portanto, de certo modo, justificados intrinsecamente, €
também justifici-los extrinsecamente, pois escolheriamos aqueles axioms que nos dao bons resultados

(em geral, que provam algum teorema nao provavel em ZFC, por exemplo).
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