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Resumo: o coeficiente de Gini é um ı́ndice de dispersão relativa amplamente uti-
lizado para medir desigualdade de renda e patrimonial. Um resultado conhecido
utilizando esse ı́ndice é o seguinte: uma vez ordenadas as rendas individuais em
ordem crescente, o impacto de uma transferência de renda depende da posição ocu-
pada pelos dois indiv́ıduos envolvidos na transferência e do montante transferido.
No entanto, transferências que alteram a posição ocupada pelos indiv́ıduos podem
tornar o cálculo do impacto mais dif́ıcil do que em transferências onde não ocorre
essa mudança. Neste trabalho é apresentada uma forma para calcular o incremento
em situações onde a transferência de renda pode alterar a ordem das rendas indi-
viduais.

Palavras chave: Desigualdade; Gini; Econometria.

1 Introdução: Índice de Gini e a curva de Lorenz

Seja L : [0, 1]→ [0, 1] uma função monótona não-decrescente que passa pelo ponto
(1, 1) e tal que L(i) ≤ i para todo i ∈ [0, 1]. L será chamada de curva de Lorenz.
Na prática, a curva de Lorenz é usada para avaliar o quanto a proporção acumulada
de renda cresce em função da proporção acumulada de pessoas, isto é, utiliza-se
p (proporção acumulada de pessoas) como variável independente e φ (proporção
acumulada de renda) como variável dependente. A curva de Lorenz é representada
gráficamente no plano [0, 1]2, onde p e φ são, respectivamente, os eixos horizontal
e vertical.

Um caso particular da curva de Lorenz de interesse teórico é aquele na qual
assume o maior valor posśıvel em todo p ∈ [0, 1], dada a restrição inicial L(p) ≤ p,
isto é, a reta φ = p. Esta reta descreve uma população na qual todos os indiv́ıduos
aferem a mesma renda; por esse motivo é tradicionalmente chamada de reta da
perfeita igualdade.

É importante pontuar que, na prática, as variáveis p e φ são discretas. Assim,
sejam X1, X2, ..., Xn as rendas individuais de n indiv́ıduos ordenadas de forma
crescente. A renda per capita (µ), a proporção acumulada de pessoas (Pi) e a
proporção acumulada de renda (φi) estão definidas pelas seguintes expressões:

µ =

∑n
i=1Xi

n
, (1)

Pi =
i

n
, (2)

φi =

∑i
j=1Xj

nµ
, (3)

para i = 1, . . . , n. Deste modo, se queremos definir a curva de Lorenz para uma
amostra ou população real, podemos contrúı-la usando os pontos (pi, φi), vide
equações (2) e (3), unidas por segmentos de reta, para i = 1, . . . , n. Na Figura 1 é
posśıvel observar uma curva de Lorenz com cinco observações1 e a reta da perfeita
igualdade φ = p.

Seja G : Rn → [0, 1) uma função que associa a um vetor X = (X1, X2, ..., Xn)
um valor que denominamos como ı́ndice de Gini da amostra X. Seja α a área entre

1Por convenção, (0, 0) ∈ L para qualquer amostra. No entanto, isso não deve ser interpretado
como o fato de que necessariamente há uma observação Xi = 0 na amostra.
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a reta da perfeita igualdade e a curva de Lorenz, e β a área abaixo da curva de
Lorenz. Já que

α+ β =
1

2
, (4)

então o ı́ndice de Gini da amostra X pode ser calculada como

G(X) = 2α, (5)

ou como
G(X) = 1− 2β. (6)

Conforme argumentado em outras obras (HOFFMANN, 1998), uma das formas
de deduzir uma expressão para G em função de todas as rendas Xi é interpretar a
área β como uma sequência de trapézios, como é posśıvel ver na figura 1; isto é:

β =

n∑
i=1

1

2n
(φi + φi−1), (7)

Portanto, de (6) e (7) obtemos:

G(X) = 1− 1

n

n∑
i=1

φi + φi−1 (8)

Figura 1: Reta da perfeita igualdade e curva de Lorenz

2 Transferências de renda e o ı́ndice de Gini

Seja X = (X1, X2, ..., Xn) um vetor com as rendas individuais de n indiv́ıduos
ordenadas de forma crescente. Uma transferência de k unidades da i-ésima para
a j-ésima pessoa, a que chamaremoa de transferência (i, j, k), será definida como
uma alteração dos valores Xi, Xj , que passarão a ter, respectivamente, os valores
Xi − k,Xj + k.

As seguintes definições serão adotadas:

Definição 1: O valor retornado pela função G(X1, X2, ..., Xn) será chamado
de G0; o valor retornado pela função G(X1, ..., Xi−k, ...,Xj +k, ...,Xn), onde não

2



necessariamente i < j, será chamado de G2. Então λ = λ(i, j, k,X) = G2 −G0 é
chamado de ”impacto”ou ”incremento”.

Sabemos que:

G(X) = 1− 1

n

n∑
i=1

φi + φi−1. (9)

É fácil perceber que
∑n

i=1 φi + φi−1 = (φ1 + φ0) + (φ2 + φ1) + (φ3 + φ2) + ...+

(φn + φn−1). Isto é,
∑n

i=1 φi + φi−1 = φ0 + φn + 2
∑n−1

i=1 φi = 1 + 2
∑n

i=1 φi, pois
φ0 = 0 e φn = 1. Portanto:

G(X) = 1− 1

n
[−1 + 2

n∑
i=1

φi]; (10)

G(X) = 1 +
1

n
− 2

n

n∑
i=1

φi. (11)

Substituindo o valor de φi pela expressão (3):

G(X) = 1 +
1

n
− 2

n

n∑
i=1

∑i
j=1Xj

nµ
; (12)

G(X) = 1 +
1

n
− 2

n2µ

n−1∑
i=1

i∑
j=1

Xj ; (13)

G(X) = 1 +
1

n
− 2

n2µ

n∑
i=1

(n− i)Xi. (14)

Com base nesta nova expressão para o ı́ndice de Gini, será deduzida uma fórmula
que retorne o impacto de uma transferência de renda. Sejam X = (X1, X2, ..., Xn)
e Z = (Z1, Z2, ..., Zn), respectivamente, o vetor inicial e o vetor após a trasnferência
(i, j, k); seja D = X − Z um vetor que chamaremos de ”vetor diferença”. O vetor
D registra o quanto cada elemento da população ou amostra deve dar ou receber
durante o processo; assim, se definirmos o i-ésimo elemento de D (Di) como o
saldo da i-ésima pessoa, torna-se evidente que pessoas com saldo positivo (isto é,
Di > 0) devem ceder a quantia registrada no vetor e pessoas com saldo negativo
devem receber o respectivo valor.
Pela definição de impacto, λ = G(Z)−G(X). Assim, aplicando a definição:

λ = 1 +
1

n
− 2

n2µ

n∑
i=1

(n− i)Zi − 1− 1

n
+

2

n2µ

n∑
i=1

(n− i)xi; (15)

λ =
2

n2µ

n∑
i=1

(n− i)Xi − (n− i)Zi; (16)

λ =
2

n2µ

n∑
i=1

(n− i)(Xi − Zi). (17)

Di = Xi − Zi. Portanto:

λ =
2

n2µ

n∑
i=1

(n− i)Di. (18)
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Isto é, por meio desta expressão é posśıvel medir o impacto de uma transferência
de renda no ı́ndice de Gini.

O resultado desta seção leva à seguinte proposição:

Proposição 1: Seja X = (X1, X2, ..., Xn) um vetor com rendas; sejam Y =
(Y1, Y2, ..., Yn) o vetor X após a transferência (i, j, k) e Z = (Z1, Z2, ..., Zn) o vetor
Y ordenado. Seja Di o i-ésimo elemento do vetor D = Z−X. Portanto, o impacto
associado a transferência (i, j, k) no vetor X é:

λ =
2

n2µ

n∑
i=1

(n− i)Di. (19)
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