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Indroducao

Um dos resultados mais contra-intuitivos da teoria quantica
é conhecido como nao-localidade de Bell ou, simplesmente, nao-
localidade. A nao-localidade, proposta por John Bell [1], fisico
norte-irlandés, diz respeito a fortes correlagoes entre partes de
um sistema quantico que nao podem ser modeladas por ne-
nhuma teoria local ou teoria de varidveis ocultas locais.

A néo-localidade é evidenciada por meio de violagoes de de-
sigualdades de Bell. Apenas sistemas quanticos que apresentam
uma propriedade conhecida como emaranhamento, sao capazes
de violar desigualdades de Bell. As desigualdades de Bell sao
importantes para o desenvolvimento de protocolos de comu-
nicagdo [2] e na avaliagdo de emaranhamento multipartido [3].
Além disso, sdo fundamentais em alguns protocolos de distri-
buigao quéantica de chaves criptograficas [4]. Apesar disso, obter
violagoes méximas de desigualdades de Bell (VMDB) para sis-
temas multipartidos através de métodos numéricos tradicionais
como o método ergddico ou de amostragem de Monte Carlo
é algo impraticavel tento em vista o custo computacional ex-
ponencial de armazenamento de dados e de pds-processamento
[5].

Neste trabalho, foi implemento o método de aproximacao es-
tocastica de perturbagao simultanea (AEPS) aplicado a VMDB
de sistemas de dois e trés g-bits. O método mostrou-se robusto
e factivel mesmo em problemas de maiores dimensées como no

caso de trés g-bits.

Estados quanticos e emaranhamento

A todo sistema quantico estao associados um espago de Hil-

bert H¢ e um operador densidade e esse por sua vez descreve

o estado do sistema. Operadores densidade sao combinagoes

convexas de projetores unidimensionais p; = |1;) (¢;], que tém

p= mei

onde Y .p; =1, ,p; = 0e ||¢p;)| =1 para todo i. Estados

quanticos podem ser divididos entre estados puros e mistos. Se

a seguinte forma:

o estado de um sistema for descrito por um tinico projetor, o
estado é dito puro. Se o estado do sistema for descrito por
combinacoes de dois ou mais projetores, o estado é dito misto.

Sistemas quanticos compostos sao também descritos por
operadores densidade, se o estado do sistema nao puder ser
descrito como o produto tensorial dos operadores densidade de
cada uma das partes que compoem o sistema, entao o estado é

dito emaranhado, caso contrario o estado é dito separavel.

Desigualdades de Bell e nao-localidade

As desigualdades de Bell sao construidas a partir das pro-
babilidades conjuntas de se obter resultados condicionados a
medigoes em dado experimento. Para sistemas que admitem
modelagens locais ou de varidveis ocultas locais, as desigual-
dades de Bell sao sempre satisfeitas e esses sistemas sao ditos
locais. Caso o sistema nao admita tais modelagens, a desi-
gualdade de Bell desse sistema é violada o que implica que as
correlagoes entre as partes do sistema sao nao-locais e portanto
o sistema apresenta nao-localidade. Apenas estados quanticos
emaranhados sao capazes de violar desigualdades de Bell.

Para o estudo de sistemas bipartidos, foi utilizada a mais
famosa das desigualdades de Bell, a desigualdade de Clauser-
Horne-Shimony-Holt (CHSH) que é definida em um cendrio

onde duas partes, usualmente denominados por Alice e Bob,



compartilham em sistema quantico e podem escolher dentre
duas medigoes dicotomicas, a desigualdade CHSH tem a se-

guinte forma:
E(0,0) 4+ E(0,1) + E(1,0) — E(1,1) <2

onde E(r,y) = p(0,0lz,y) + p(L,1la,y) — p(0,Llr,y) —
p(1,0]z,y). J& para o estudo de sistemas tripartidos foi uti-
lizada a desigualdade de Mermin que é definida em um cenério
onde Alice, Bob e Charlie compartilham um sistema quantico
onde cada parte pode executar um conjunto de duas diferentes
medicoes dicotomicas, a desigualdade de Mermin tem a seguinte

forma:
E(0,0,0) — E(0,1,1) — E(1,0,1) — E(1,1,0) <2

onde E(z,y,z) = Za’b’ce{ﬂ} (abe)p(a, b, c|z,y, z). As proba-
bilidades conjuntas sao calculados por meio da regra de Born,

para sistemas bipartidos:
p(a,blz,y) = Tr(p(Aas @ Byy)
e para sistemas tripartidos:
pla,b,clz,y,z) = Trip(Agje @ Byjy ® Co2)]

onde p é o operador densidade que descreve o sistema, A, |, By|y
e C, |, sdo os operadores medigao associados aos resultados a, b
e ¢ dadas as medigoes x, y e z, respectivamente. Para estados
quanticos e medigoes adequadamente escolhidos, é possivel vi-
olar a desigualdade CHSH até o valor de 2v/2 ¢ a desigualdade

de Mermin até o valor de 4.

Aproximacao estocastica de

perturbacao simultanea

Definidos o estado quantico e a desigualdade de Bell pode-se
parametrizar um operador de Bell B, operador das medigoes,
por um conjunto de parametros © e entao o processo de encon-
trar MVDB se torna um otimizagao, de maximizacao de uma

funcao paramétrica que tem a seguinte forma:

V(0) = Tt [oB(6)]

O AEPS é um método iterativo, introduziremos um conjunto de
parametros iniciais ©g e denotaremos o conjunto de parametros
no passo k por ©f. Um vetor p-dimensional de perturbagao
aleatéria Ay = [Ag1,. .., Apy]T é criado a cada iteragdo, cada
elemento do vetor Ay é escolhido aleatoriamente dentre os ele-
mentos da distribuigdo {—1,1} e p diz respeito & quantidade
de varidveis do problema de otimizagao. Entao, a aproximagao

estocdstica do gradiente tem a seguinte forma:

V(@k + CkAk) - V(@k - CkAk)
QCk

AT

9k (Ok) = AL

e o conjunto de parametros O é atualizado para:
Okt1 = Ok + argr(Ok)

[e/(k+1)"] e ar = [a/(k+ 1+ A)*] controlam o

tamanho do gradiente e do passo entre as iteracoes, respecti-

onde ¢, =

vamente. As constantes A > 0, a > 0 e ¢ > 0 sdo escolhidas
empiricamente de acordo com o problema de otimizacao. O va-
lor médio final do operador de Bell é dado por V(O ), para um
numero desejado de iteragoes N. Este valor é uma cota inferior

para a violagao maxima da desigualdade de Bell em questao.

Resultados

Primeiramente, o método AEPS foi aplicado ao estudo da
desigualdade CHSH para um estado quantico puro maxima-
mente emaranhado e para dois estados quanticos mistos par-
cialmente emaranhados. Como estado puro foi escolhido um
dos estados de Bell |¢T) = %, onde seu respectivo ope-
rador densidade é dado por py+ = |¢T) (¢7]. J& como estados
quanticos mistos parcialmente emaranhados foram escolhidos

os estados de Werner, que sao da seguinte forma:
_ _ 1y 1
pw =W [07) (0| + (W -1)=H, W e [—5,1}

para 0.7056 < W < 1, garantindo assim que os estados sejam
emaranhados. Os parametros iniciais utilizados foram A = 0,
a =21 ¢=00l, aa =1ey =2 e o operador de Bell foi
parametrizado por oito variaveis. Como evidenciado na Fig. 1,
foi possivel alcangar valores extremamente préximos dos valores

tedricos.
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Figura 1: Aplicacdo do método AEPS em um cendrio CHSH para um es-
tado quéantico puro maximamente emaranhado p; e dois estados quénticos
mistos parcialmente emaranhados, estados de Werner p2(W = 0.7915) e
p3(W = 0.7153)

Apés o estudo do AEPS aplicado a desigualdade CHSH, foi
estudada a desigualdade de Mermin também utilizando um es-
tado puro maximamente emaranhado e dois estados mistos par-
cialmente emaranhados. Como estado puro maximamente ema-
ranhado, foi escolhido o estado Greenberger-Horne-Zeilinger
|GHZ) = %(|OOO> + |111)), cujo operador densidade associ-
ado é dado por pgrz = |GHZ) (GHZ|. Como estados mistos,
foram escolhidos os estados de Werner para sistemas triparti-
dos e esses por sua vez sao descritos pelo seguinte operador
densidade:

pw =W |GHZ) (GHZ| + (W ~1)*
com 0.70566 < W < 1.

de iteragoes constante, mesmo para um problema de maior

Foi possivel manter o ndmero
dimensao, utilizando ¢ = 0.7 e mantendo todos os outros
parametros iniciais iguais aos aplicados a desigualdade CHSH.
Como mostrado na Fig. 2, foi possivel obter valores extrema-

mente préximos dos valores tedricos.
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Figura 2: Aplicacdo do método AEPS em um cendrio de Mermin para um
estado quantico puro maximamente emaranhado p; e dois estados quanticos
mistos parcialmente emaranhados, estados de Werner p2(W = 0.8985) e
p3(W = 0.8506).

Com o intuito de estudar as convergéncias estatisticamente,
o método AEPS foi aplicado cem vezes para a desigualdade
CHSH e cem vezes para a desigualdade de Mermin. Em ambas
as aplicagoes foram utilizados estados puros e k.4, = 50. Fo-
ram coletados apenas os resultados que correspondiam a uma
acurdcia de no minimo 95%. Para a desigualdade CHSH foram
detectadas convergéncias para 63%, como mostrado na Fig. 3
= 0.20s.

e o tempo médio por aplicacao foi tim ey
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Figura 3: 63 execucbes bem-sucedidas do método AEPS em um total de 100
execugodes, partindo de pontos diferentes, em um cendrio CHSH para o estado
quantico puro maximamente emaranhado p,+ = [ty (T].

Ja para a desigualdade de Mermin foram detectadas con-
vergéncias cerca de 41% das vezes, como mostrado na Fig. 4,
com um tempo médio por aplicacao t =0.27s.
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Figura 4: 41 execugbes bem-sucedidas do método AEPS em um total de 100
execugoes, partindo de pontos diferentes, em um cendrio de Mermin para o
estado quantico puro maximamente emaranhado pguz = |GHZ) (GHZ]|.

O critério de convergéncia adotado foi:
€k—1 < 107°

onde €,_1 representa a diferenga entre o valor da desigualdade

na iteracao k e na iteracao k — 1 para k > 2.



Conclusoes e perspectivas

A partir desta pesquisa foi possivel estudar profundamente
o método AEPS e aplica-lo a VMDB de sistemas bipartidos
e tripartidos. O método mostrou-se eficiente mesmo quando
aplicado a problemas de maiores dimensoes como nos casos tri-
partidos. Foi possivel, em um tempo médio de execucao rela-
tivamente baixo, atingir boas cotas inferiores para VMDB em
todos os casos estudados.

Os resultados obtidos nesse trabalho motivaram o desenvol-
vimento de um outro projeto de iniciagao cientifica, fomentado
pelo CNPq na quota 2020-2021, que visa estudar a violagao
maxima de desigualdades de Bell de outros cenarios utilizando
o AEPS.
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