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1 Introducao

1.1 Sistemas Chaveados

Sistemas chaveados constituem uma classe particular de sistemas dindmicos variantes no
tempo, os quais sao, em geral, compostos por uma familia de subsistemas sujeitos a uma regra
que define o chaveamento entre estes. O estudo deste tipo de sistema apresenta relevancia tanto
tedrica, quanto pratica, uma vez que sua utilidade pode ser notada na investigagao, analise e
modelagem de sistemas extremamente complexos. Dentre os quais podemos destacar, sistemas
sujeitos a variagoes abruptas de pardmetros (conhecidos ou desconhecidos), sistemas que podem
apresentar mudancas significativas em sua estrutura devido as razoes mais diversas, ou mesmo
sistemas que apresentam uma arquitetura composta por multiplos controladores [1].

Neste projeto de pesquisa tivemos particular interesse no estudo da estabilidade de sistemas
chaveados lineares, que podem ser representados matematicamente de forma geral como:

i(t) = Aoy (t) + Boyu(t)
y(t) = Cowyz(t) + Dowyu(t).

onde x € R™ corresponde ao vetor de estado do sistema, y € R™ e u € R™ sdo respectivamente
os vetores de entrada e saida associados a este e 0 : [0,00) = K :={1,..., N} é a funcao de
comutacgao do sistema.

No que diz respeito ao estudo de sistemas chaveados, um dos problemas de maior interesse se
dé com relagao ao projeto da fungéo de chaveamento o do sistema (também chamada de chave,
regra de chaveamento ou fungdo de comutacdo do sistema), a depender de como escolhemos
esta, podemos ser capazes de conferir ao sistema em questao caracteristicas como estabilidade
(mesmo em casos nos quais o sistema como um todo é composto por subsistemas instaveis) e o
atendimento a alguns critérios de desempenho por parte deste.



1.2 Tempos Minimos de Permanéncia

Quando lidamos com sistemas reais e aplicagoes praticas que podem ser modeladas por
sistemas chaveados, uma restricdo comum que costuma surgir é a de que, dado que a funcao de
comutacgao tenha chaveado para um determinado subsistema em um certo instante especifico,
esta deve permanecer neste por pelo menos um intervalo minimo de tempo antes de comutar
para um préximo subsistema. Este intervalo de tempo, em geral, é caracteristico de cada
subsistema e é denominado tempo minimo de permanéncia deste. Matematicamente temos
que, se num dado instante de tempo ¢, a fungao de chaveamento tem valor dado por o(tx) = 1,
entao, devemos ter que ¢ty 11—ty > 7;, onde {51 corresponde ao proximo instante de chaveamento
do sistema e 7; é o tempo minimo de permanéncia associado ao i-ésimo subsistema do sistema
chaveado em consideracao. Sendo assim, é de grande interesse que ao projetarmos funcoes
de comutagao para sistemas chaveados, estas levem em consideracao os tempos minimos de
permanéncia associados a cada um dos subsistemas em seu design. Um exemplo de chave
que atende as restricoes aqui discutidas e um melhor desenvolvimento do assunto podem ser
encontrado em [2].

1.3 Sistemas Tipo Lur’e

Dinamicas nao-lineares surgem de forma quase onipresente na modelagem de uma infinidade
de fend6menos naturais e sistemas fisicos. Sendo assim, o estudo e o entendimento de sistemas
dindmicos nao-lineares é de extremo interesse dentro das areas mais diversas, dentre as quais
podemos destacar as ciéncias naturais e as engenharias em geral, no entanto. Uma subclasse
de sistemas nao-lineares na qual tivemos especial interesse, e que foi um dos focos de nosso
estudo nesse projeto é a subclasse dos sistemas nao-lineares tipo Lure, os quais sdo definidos
matematicamente segundo as seguintes equacgoes

&(t) = Az(t) + Bu(t)
S Cy(t) = Cx(t) + Dw(t) (1.1)
w(t) = =(y(t))

onde a entrada w(t) do sistema consiste em um fungao nao-linear ¢ : R — R tal que ¢(0) = 0.
Além disso, ¢(-) deve obedecer a restrigao (¢(y) — ky)o(y) < 0, com k real e positivo, neste
caso, dizemos que ¢(-) pertence ao setor [0,k] . Note que sistemas dessa natureza podem
ser caracterizados como um sistema em malha fechada, que possui uma parte linear e uma
realimentacao de saida nao-linear. Uma das caracteristicas que destacam esta classe de sistemas
sobre as demais ¢é o fato de que existem critérios de estabilidade bem estabelecidos e estudados
para esta, os quais se baseiam na resposta frequencial exibida por este tipo de sistema (e os
torna ainda mais interessante sob o ponto de vista pratico). Sao eles, o critério de Popov
e o critério do circulo [3]. Outro ponto que vale a pena destacar a respeito da utilidade
destes sistemas diz respeito ao tipo de nao-linearidade associada a estes. Nao-linearidades do
tipo setor incluem alguns dos tipos de comportamento nao-linear que surgem de forma mais
predominante em aplicagoes praticas, tais como saturagoes, zonas mortas e quantizagoes.

1.4 Sistemas Chaveados Tipo Lur’e

Neste projeto de pesquisa, nosso principal objeto de estudo foram sistemas dinamicos que
podem ser descritos matematicamente pelas seguintes equacoes

i(t) = Agyx(t) + Bowyult)
)

y(t) = Cox(t) + Doyult
u(t) = —doq)(y(t)), (1.2)



onde z(t) € R™ corresponde ao vetor de estados do sistema, y € R™ e u € R™ sdo respec-
tivamente os vetores de entrada e saida associados a este para t € [ty,00), o : [tg,00) —
K := {1,..., N} é uma funcdo geralmente constante por partes e define a regra de comuta-
¢ao do sistema, responsavel por selecionar um dentre N subsistemas (ou modos) do conjunto
K:={1,..., N}, cada qual caracterizado quanto & sua realizacao de estados por um conjunto
de matrizes reais {A;, B;, C;, D;}, com i € K. A funcdo ¢; : R™ — R™, em geral, assume a
forma ¢;(u) = [¢i(p1),- .., ¢in(un)]’ e pertence ao setor [0, k] para k € R, ou seja, vale que
(i (1) — Kpy)dij(1;) < 0 para todo i € K e u; € R. A partir da condigao de setor sobre a
funcao ¢;(-), com i € K podemos verificar que a desigualdade (¢;(u) — ru)'¢;(p) < 0 é valida
para todo p € R™, o que consequentemente nos permite concluir que ¢;(0) =0, Vi € K. Além
disso, consideramos que, dado um certo x € R", a equagao y(t) = Cix(t) — D;¢i(y(t)) tem
solugdo tnica para todo i € K, o que em conjungao com o fato de que ¢;(0) = 0 nos permite
concluir que x = 0 é um ponto de equilibrio para o sistema (1.2). Note que, o sistema apresen-
tado em (1.2) pode ser vistos como um sistema chaveado no qual cada um de seus subsistemas
consiste em um sistema nao-linear tipo Lur’e como o descrito em (1.1).

Para sistemas da forma (1.2) nos quais ha apenas uma nao-linearidade ¢(-) (em detrimento
de uma nao-linearidade por subsistema ¢;(-) como apresentado em (1.2)), [4] apresenta um
possivel projeto de regra de comutagao e um conjunto de condi¢oes sobre o sistema que, juntos,
sao capazes de garantir estabilidade assintética para este quando nao levamos em consideracao
a existéncia de restrigcoes do tipo tempo minimo de permanéncia, como discutido na subsecao
(1.2). Neste projeto, nosso principal objetivo consistiu em conceber uma regra de comutagao
que respeite restrigdes do tipo tempo minimo de permanéncia e condig¢oes sobre um sistema da
forma (1.2) que, em conjunto, sejam capazes de garantir estabilidade assintética para este.

2 Resultados Principais

Nesta secao, apresentaremos uma funcao de chaveamento e um conjunto de condigoes espe-
cificas sobre um sistema da forma (1.2) que, em conjunto, sdo capazes de garantir que a origem
deste sistema seja assintoticamente globalmente estavel. Para tal, comecaremos realizando al-
gumas defini¢oes. Seja i € K= {1,..., N} e 7; o tempo minimo de permanéncia associada ao
i-ésimo subsistema de (1.2), definiremos o seguinte conjunto

u(z,i) ={j € K:2'Pj(0)x < 2'Py(7;)x}, (2.1)

onde x € R" e P, : [0,00) — S} (onde S} representa o conjunto das matrizes simétricas reais
de dimensao n x n definidas positivas) para [ € K. Basicamente (2.1) define um conjunto
de candidatos a préximo subsistema a ser selecionado por nossa fungao de chaveamento, e
depende do valor assumido pelo vetor de estado z e do modo selecionado ¢ no sistema em
um dado instante de tempo. Além disso, visando atender as restrigoes de tempo minimo de
permanéncia, seja t; o tltimo instante de tempo no qual ocorreu chaveamento (ou seja, no qual
um novo subsistema do sistema (1.2) foi selecionado pela chave) e seja oy := o(tx) o indice do
subsistema escolhido, o préximo instante de chaveamento ¢, em (1.2) serd dado por

tyyr := itnf {t:3jeK, j+#oy (2.2)

 a(t) P(0)a(t) < o(t) oy (r)a(t)}

ou seja, trata-se do primeiro instante de tempo posterior a t; no qual o conjunto u(x(t), oy) se
encontra nao-vazio e a restricdo de tempo minimo de permanéncia associada ao modo o}, de
(1.2) foi satisfeita.

Realizadas estas definigoes, seja g = o(tg) o valor inicial da chave no sistema (1.2), podemos
enfim definir nossa funcao de chaveamento. Para o intervalo de tempo [ty, ¢4 1] definiremos que
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O'(t) = O'(tk) para t & [tk;thrl)
0 (trt1) € u(x(tesr), o(te))- (2.3)

Dessa definicdo, vemos que a chave descrita por (2.3) é uma fun¢do que assume um valor
constante ao longo de todo intervalo [tg, ;1) entre dois chaveamentos consecutivos e que este
intervalo tem um tamanho minimo de tal modo que as restrigoes de tempos minimos de per-
manéncia sao satisfeitas para cada um dos subsistemas que compoe (1.2).

Por fim, exibiremos o principal teorema desenvolvido ao longo deste projeto, o qual visa
estabelecer condigoes suficiente para que um sistema da forma (1.2) sujeito a uma regra de
comutagao como a definida por (2.2)-(2.3) seja assintoticamente globalmente estavel em sua
origem.

Teorema 2.1. Seja S um sistema da forma (1.2) e {m,..., 75} com 7; > 0,Vi € K o conjunto
dos tempos minimos de permanéncia associados aos modos de S, se existir uma familia de
matrizes variantes no tempo definidas por P; : [0,00) — 8%, Vi € K e um conjunto de escalares
reais \i; > 0,V1,j € K que satisfacam

[H(t) + AR + B)A BB — Cﬁ“} <0

° —Dy; — Dy (2:4)

para todo t € [0,7;) e para todo i € K e também satisfacam

[. —(D)’A—D-]<O (2.5)

Ly = AP(7) + B(m)Ai+ Y Ay(P(0) — Pi(m)) (2.6)
JEK,j#i
para todo © € K com Cy; = kC; e Dy = I + kD;, entao a funcao de chaveamento definida por
(2.2)-(2.3) garante que S € globalmente assintoticamente estdvel.

2.1 Exemplo

A seguir, apresentamos os resultados de uma simulacao realizada em um sistema chaveado do
tipo Lur’ de dimensao 2 para fins de validacao na qual empregamos o critério de chaveamento
definido por (2.2)-(2.3). Para esta simulagao, utilizamos de um sistema chaveado composto
pelos seguintes subsistemas, cada qual com um tempo minimo de permanéncia pré-definido
Subsistema 1:

0 1 0 1
Al == -_2 _9- ) Bl = -1_ ) Cl == _O_ ) Dl = 07 T = 01
Subsistema 2:
[0 1] 0] [0]
A2 - -_2 _2 ) BQ - _1_ ) 02 - _1- ) DQ - 07 Ty = O]-

As néao-linearidades utilizadas para cada subsistema consistiram em duas saturacgoes, sendo
uma limitada entre —1 e 1 para o modo 1 e a outra limitada entre —5 e 5 para o modo 2. Para
esta simulacao, utilizamos x = 10, g = 1 como valor inicial da chave do sistema, xy = [1 1],
como estado inicial deste. Além disso, encontramos os seguintes valores para os escalares \;;
exigidos pelo teorema: A1 = 0, A2 = 100, A9y = 50 e Aoy = 0. As matrizes P;(t) exigidas pelo
teorema foram encontradas, assim como os escalares \;;, por meio da resolucao de problemas de
otimizacao com o auxilio de pacotes computacionais. Abaixo se encontra a evolucao temporal
dos estados do sistema obtida por meio da simulagao.
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Figura 1: Evolugao temporal dos estados do sistema
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