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Grupos, Corpos, Teoria de Galois e Aplicagoes
Lucas Henrique Martins da Silva e Prof. Dr. Plamen Emilov Kochloukov

REsuMmo. Este trabalho apresenta um resumo das atividades desenvolvidas por
mim, sob orientacdo do Prof. Plamen e financiamento da Fundagao de Amparo
a Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP) no periodo compreendido entre
12 de agosto de 2019 e 30 de setembro de 20201,

A teoria de Galois é uma area que caracteriza determinadas extensbes de
corpos a partir de grupos de automorfismos. Se uma extensdo de corpos K/k é
separavel e normal (dita extensdo de Galois), ha uma correspondéncia injetiva
entre os subgrupos do grupo de automorfismos k-lineares e os corpos fixos, que
inverte a inclusdo e, se a extensdo K/k é finita, a correspondéncia é bijetiva;
em suma, o teorema fundamental da teoria de Galois afirma que tal mapa é
um funtor contravariante entre a categoria dos subgrupos de Gal(K/k) com
morfismo de inclusdo e a categoria dos corpos intermediarios de K/k com o
mesmo tipo de morfismo, ou que a correspondéncia é um anti-isomorfismo de
reticulados.

Além do toépico principal — teoria de corpos e de Galois —, esta Inicia-
¢ao Cientifica abordou os tépicos preliminares de grupos, anéis e polinomios.
Com a bagagem adquirida, foram vistas aplicagoes a problemas classicos, como
construgdes com régua e compasso, o teorema de Abel-Ruffini e o teorema fun-
damental da algebra (C é algebricamente fechado).

H — Q(¥2,w)f

Q(V2,w) A7 T~ {e}

D

QV2) QWwV2) QW?V2) QW) e f} {e, fg} {e.fg?} {e.9.9%}

N T

Q - e, f,9.9% fg, f9*}
Figura 1. Correspondéncia de Galois entre a extensdo de corpos
Q(¥/2,w)/Q e o grupo de Galois associado
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Preliminares

Para estudar a teoria de corpos e a teoria de Galois, os conceitos preliminares
sao fundamentais. Os grupos sao caracterizados como conjuntos munidos de uma
operacao bindria associativa, com elemento neutro e admitindo inverso; os anéis
compatibilizam grupos comutativos com a noc¢ao de produto e, no caso especifico
dos corpos, comutatividade do produto e inverso multiplicativo para cada elemento
nao-nulo. E de principal interesse o estudo de polinémios com coeficientes sobre
um corpo.

Além das defini¢oes, os fatos mais relevantes utili- a f .

- . ——>imf
zados sao o 12 teorema do isomorfismo, o fato de que 7
R/p é anel de integridade para p ideal primo e R/m wl .
é corpo para m ideal maximal, quando R é anel co-
mutativo. Além disso, F[z] é anel principal e, quando
p € F[z] é irredutivel, F[z]/(p) é um corpo que con-
tém uma raiz de p; a saber, a classe de equivaléncia
[x]. Em especial, para a teoria de solubilidade por ra-
dicais, fatos basicos sobre grupos ciclicos e a solubilidade do grupo simétrico &,,
Sa0 necessarios.
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Figura 2. Diagrama do 1°
teorema do isomorfismo

Extensoes algébricas

Sejam K e k corpos. Dizemos que K é extensdo de k se K D k; neste caso,
dizemos que K/k é uma extensdo de corpos. Se a € K é raiz de um polindmio
sobre k, i.e., Ip € k[z] : p(a) = 0, dizemos que « é algébrico sobre k. Se todo
elemento de K é algébrico sobre k, dizemos que K/k é uma extensdo algébrica.
Além disso, o ideal de aniquiladores de um elemento algébrico o tem como gerador
um Unico polindmio moénico irredutivel (pois k[z] é anel principal); dessa forma, a
noc¢ao de polinémio minimo de um elemento é bem definida. Dado um elemento
a € K algébrico com polinémio minimo p,,, hd um isomorfismo entre o menor corpo
k() que contém k e o (dito corpo de adjungao) e k[z]/(p,). Com este fato, sempre
é possivel construir uma extensao em que um polindémio qualquer tem uma raiz
(comparando com a estrutura de k[x]/(pa))-

No contexto de espagos vetoriais, € uma verificacdo direta o fato de que K é um
k-espaco vetorial com as operagoes usuais. De fato, isso da mais uma motivagao
para pensar em uma extensao como dois elementos — toda extensao tem algumas
estruturas associadas.

Se dimy, K é finita, dizemos que a extensdo K/k é finita. Em geral, denotamos
esta dimensdo (chamada de grau da extensdo) por [K : k]. Consequentemente,
sendon :=[K : k|, Vo€ K : {1,q,...,a"} ndo pode ser linearmente independente
e assim todo elemento é algébrico. As extensOes finitas sdo de interesse central na
teoria de Galois. Considerando as bases dos espagos vetoriais, é possivel estabelecer
uma bijecao e o seguinte teorema;

TEOREMA 1 (Lei da Torre). Sejam E/K e K/F extensoes de corpos. Entao
[E:F)=[E:K|K:F].

ExeEMPLO 2. A extensdo C/R é algébrica: fazendo o caminho inverso da for-
mula quadratica, todo elemento de C satisfaz uma equacao do segundo grau com
coeficientes em R. Além disso, como {1,i} é base de C em relacdo aos reais, é
extensao finita de grau 2.

EXEMPLO 3. Seja S = {(1/5 :n € NAn > 2} o conjunto de todas as raizes
n-ésimas de 2. Seja K := Q(S) C R, i.e., o menor subcorpo dos reais que contém
todas as raizes n-ésimas (reais) de 2. Essa extensdo é algébrica: notando que

o0
Q(S) = U Q(v2,...,¥2), e que cada corpo na unido é uma extensdo finita (e

n=2
portanto algébrica) de Q, conclui-se que Q(S) é algébrico. Por outro lado, se
n := [Q(S) : Q] < oo, basta tomar p { n primo. Dessa forma, pela lei da torre,

terfamos n = [Q(S) : Q(¥/2)][Q(¥/2) : Q] = p | n, contradi¢io. Obtemos entéo
—_———

uma extensdo algébrica mas que ndo é finita.
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Imersoes e corpos de decomposigao

A correspondéncia entre k e k[x]/(p) dada por ¢ — [¢] tem por imagem um
corpo; isto é, k pode ser identificado naturalmente com um subcorpo de k[x]/(p).
Este fato mostra que, em muitas vezes, é mais interessante trabalhar com extensoes
de corpos a menos de isomorfismo (visto que, rigorosamente, k Z k[z]/(p)). Desta
forma, definimos a no¢ao de imersao: dizemos que um corpo F' esta imerso em E
se houver um homomorfismo injetivo f : F — E (observe que, como F' é corpo,
basta que ker f # F para satisfazer injetividade). Como os polinémios tem papel
fundamental no estudo de corpos, se o : F' — F é uma imersao e p € F[z], podemos
definir op € E[x] como o polindmio obtido aplicando o mapa em cada coeficiente.

ExeEMPLO 4. O mapa o : C — C dado por a+bi — a—bi, chamado conjugacao,
¢ uma imersao do conjunto dos complexos em si mesmo. Neste caso, se p = (3 +
2i)z + 7i, entio op = (3 + 2i)x + o(7i) = (3 — 2i)x — 7.

E facil notar que, se f(a) = 0, entdo of(c(a)) = 0; isto é, imersdes levam
raizes em raizes. De fato, a reciproca é verdadeira: se « é raiz de p e 5 € F é raiz
de op, entdo ha uma extensdo 7 : F(a) — E da imersdo o que leva o em (3. As
imersoes entre corpos dizem muito sobre suas estruturas.

Um tipo especifico de imersdo é central na teoria de Galois: seja E/F uma
extensdo de corpos. Se ¢ : F — FE é um isomorfismo de corpos, chamamos o de
automorfismo. Além disso, se o & F-linear (equivalentemente o(F') = F'), chamamos
o de automorfismo de F sobre F' e denotamos o conjunto (que é grupo com a
composicdo de funcdes) de todos os automorfismos de E sobre F' por Aut(E/F).
Dado H < Aut(E/F) subgrupo, definimos E¥ := {x € E : Vh € H( h(z) = )},
dito corpo fizo de H que de fato é corpo.

Paralelamente, definamos a nogao de corpo de decomposicdo: seja p € F|x]
um polindmio. Seja F/F uma extensdo tal que p se decompoe em fatores lineares.
Se, sempre que £ O K DO F e K é um corpo em que p se decompoe em fatores
lineares tem-se £ = K, entao F é dito um corpo de decomposi¢ao de p. De fato,
existe (via corpo de adjungao), e é tnico a menos de isomorfismo. Com estes fatos,
é possivel definir as duas caracteristicas que definem uma extensao de Galois.

Extensoes separaveis, normais e de Galois

Seja E/F uma extensdo algébrica. Dizemos que um elemento o € E é separdvel
se seu o seu polinémio minimo se divide em fatores lineares distintos no corpo
de decomposicao; equivalentemente, um elemento é separavel se, e s6 se existem
deg p, imersoes de F'(a) a E estendendo a identidade; se todo elemento de E é
separavel, dizemos que a extensdao é separavel. Em caracteristica 0, utilizando o
teste da multiplicidade de uma raiz via derivada formal, toda extensao é separavel;
as minicias ocorrem em caracteristica p. Com estes fatos, separando nos casos de
corpos finitos e infinitos, é possivel demonstrar o seguinte teorema:

TEOREMA 5 (Teorema do Elemento Primitivo). Seja E/F uma extensdo sepa-
rdvel e finita. Entdo hd v € E tal que E = F(v).

Além disso, se uma extensdo algébrica E/F é tal que, para todo p € Flz]
irredutivel: p é irredutivel em E[z] ou p se divide em fatores lineares em E[z],
entdo F/F é dita extensdo normal. Equivalentemente, introduzindo a nogdo de
fechamento algébrico (menor extensdo algebricamente fechada), uma extensdo é
normal se toda imersiio F < FE que estende a identidade em F é um automorfismo
de E sobre F. E possivel demonstrar que uma extensio é normal se e somente se
é o corpo de decomposi¢do de um conjunto de polindomios; em especial, se E/F é
finita e normal, entao é o corpo de decomposicao de algum polinémio em F'.

Uma extensao normal e separéavel é chamada extensdo de Galois. Se E/F é de
Galois, denotamos Aut(E/F) por Gal(E/F). Além disso, se E O K D F, entdo
E/K ¢é de Galois.

A correspondéncia de Galois

A correspondéncia de Galois é o cerne da teoria. Todos os outros resultados
dependem da dualidade subgrupo/corpo intermediario.
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TEOREMA 6 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois). Seja E/F uma ez-
tensdo finita e de Galois. Entdo o mapa K — Gal(E/K) entre os corpos interme-
didrios de E/F e os subgrupos de Gal(E/F) é uma bijegdo tal que K C K' —>
Gal(E/K') < Gal(E/K).

DEMONSTRAGAO. Serd apresentado um esbogo da demonstracdo. O mapa é
injetivo: se E # E’ mas Gal(K/E) = Gal(K/E'), tem-se B = KG(K/E) —
KGal(K/E") — E/ contradicdo; logo o mapa é injetivo. Além disso, se E C E',
entdo todo automorfismo sobre E’ deixa E fixo; isto é, Gal(K/E’) < Gal(K/E).
Este fato é verdadeiro para extensoes de Galois que nao sao finitas.

Para demonstrar que é sobrejetivo, considere H < Gal(K/F). Queremos, na-
turalmente, que K + H. Como Gal(K/F) é grupo finito (pois K/F & finita e
separavel), temos H = {o1,...,0,}, e pelo Teorema do Elemento Primitivo (5),
temos K = F(«a) para algum o € K. Defina f(t) = (t — o1a) - (t — opq).
Observe que of = f para todo ¢ € H. Ou seja, os coeficientes de f estao no
corpo fixo KH. Além disso, como H C Gal(K/F), temos F C K. Portanto
K D KH#(a) D F(a) = K e, portanto, K = K% (a). Como « é raiz de f (pois H
tem elemento identidade), de grau n, tem-se [K (o) : K] = [K : K] < n. Mas
K tem n imersdes sobre KT até uma extensio algebricamente fechada (as imersoes
de H) que sdo, portanto, automorfismos (extensio normal). Tem-se [K : K] = n,
H = Gal(K/K*™) e portanto K +— H, o que finaliza a demonstragao. O

Como toda extensao de Galois é normal e, portanto, corpo de decomposicao,
os automorfismos podem ser vistos como permutagoes das raizes. Dessa forma, se a
extensdo é o corpo de decomposi¢do de um polindmio de grau n, o grupo de Galois
estd imerso em &,,.

ExEMPLO 7. Considere o corpo de decomposiciao K de 23 —2 sobre Q. As raizes
do polinémio sio dadas por {4/2,wv/2,w?/2} e portanto K = Q(+4/2,w). Tomando
f.9 € Gal(K, Q) tais que f(3) = V2 A f(w) = w? e g(/2) = w2 A g(w) = w,
obtemos o diagrama da figura 1, com f < (12) A g « (123), ciclos de 3.

Aplicagoes

Uma das mais evidentes aplicagoes da teoria de corpos e a teoria de Galois é
o estudo da natureza de equagoes polinomiais (via corpo de de decomposi¢ao) e a
solubilidade por radicais. Para grau < 4, os resolventes de Lagrange classificam
bem as equagoes polinomiais.

Em relagao aos classicos de construcao com régua e compasso, basta notar que
o corpo dos niimeros construtiveis é o conjunto de todos os niimeros reais que sao
elemento de alguma torre quadratica real sobre Q. Esta caracterizacao trivialmente
implica que todo numero construtivel é algébrico sobre Q, cujo grau é poténcia de 2.
Portanto, problemas como a duplica¢do do cubo (que implica na construtibilidade
de Q[\S/ﬁ) tornam-se triviais, visto que 3 nao é poténcia de 2.

Quanto & solubilidade de corpos, a nomenclatura de grupos pode ser natural-
mente identificada com extensoes de corpos (e, de fato, dd uma razdo para tais
nomes). Um polindmio p € F[z] dito solivel por radicais se hd uma torre radical
(cada extensao é a adjuncao de uma raiz da extensao anterior) que contém o corpo
de decomposicao E de p. Utilizando fatos sobre grupos soluveis, é possivel concluir
que se p é soluvel e E/F é de Galois, entdo Gal(E/F') é soluvel. Para o teorema de
Abel-Ruffini (em caracteristica 0), basta notar que, tratando os coeficientes como
variaveis (polindmios simétricos elementares), o grupo de Galois associado a um
polinémio genérico de grau n é isomorfo a &,,, que ndo é solivel para n > 5. De
forma mais pratica, com um pouco da anélise real e os teoremas de Sylow, é possivel
demonstrar que polindomios "comuns" como t® — 4t + 2 € Q[t] ndo sdo soltiveis por
radicais. Desta mesma forma, notando que todo polinémio real de grau impar tem
raiz, que todo ntmero complexo tem raiz quadrada e com os teoremas de Sylow
temos o seguinte fato:



TEOREMA 8 (Teorema Fundamental da Algebra). C é algebricamente fechado.

DEMONSTRAGAO. Considere E/C uma extensdo finita. Entdo E/R é extensao
finita e, pelo Teorema do Elemento Primitivo, seja E = R(7y); seja K o corpo de
decomposigdo de 7. A fim de contradigdo, assuma que [E : C] > 1 (e, consequente-
mente, [K : C] > 1).

=2

Observe que [K : R] = [K : C][C: R] e, entao, 2 divide |Gal(K/R)|. Tome en-
tao, pelo primeiro teorema de Sylow, um 2-subgrupo maximal (maior grau possivel)
H < Gal(K/R); por construcio, [K : K] = |Gal(K/K*)| e portanto, pela For-
mula da Torre e pela maximalidade de H, [K¥ : R] ¢ impar. Mas, implicitamente,
pelo Teorema do Elemento Primitivo, o polindmio irredutivel do elemento que gera
K" sobre R nio pode ter grau > 1 (porque todo polinémio real de grau impar
tem uma raiz real). Portanto [K¥ : R] = 1, i.e., K = R e portanto Gal(K/R) ¢é
um 2-grupo = Gal(K/C) é 2-grupo. Mas entdo, novamente pelo primeiro teo-
rema de Sylow, se |Gal(K/C)| = 2", ha um 2-subgrupo H’ de ordem 2"~ !. Entdo
[K7': C] =2 e entdo K’ /C é uma extensio quadratica. Mas como o corpo de
decomposigao é dado por C(\/E) para D € C discriminante do polin6mio minimo
de qualquer elemento primitivo, temos K =C = [KH/ : C] = 1, contradigéo.
Portanto nossa hipotese de [E : C] > 1 é falsa; em especial, sendo f € C[t] qualquer,
a extensao F dada pelo corpo de decomposicao de f é igual a C. Ou seja, C é corpo
de decomposicdo de todos os seus polindmios ... C é algebricamente fechado. [

Conclusao

A teoria de Galois é nao-trivial. Historicamente, levou ao estudo aprofundado
de grupos e, ainda hoje, tem aplicagoes em teoria dos ntimeros, topologia algébrica
(ex.: grupos de monodromia) e intimeras areas, tendo um papel fundamental na
formagdo matematica, principalmente dentro da algebra.
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