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1 Objetivos

O projeto teve como objetivo transmitir ao estudante o conhecimento tedrico e aplicado no
assunto das equagoes suaves diferenciaveis por partes (EDSP’s), com foco em especial em teoria
de regularizagao, método da média e sua aplicagoes no estudo de teoria de controle.

2 Pesquisa

Pesquisa por meio da leitura e estudo de livros e artigos centrados no tema de equagoes diferen-
ciais suaves por partes, dando enfoque em sistemas de equagoes lineares por partes e em modelos
de teoria de controle.

Foram estudadas defini¢oes e teoremas fundamentais para a construcao de uma teoria de regu-
larizagao [1] e da base para aplicagdo do método da média [3]. E desenvolvido o uso e compreensao
de ferramentas de computagao algébrica para estudo de solugoes numéricas do modelo apresentado
nos artigos [2] e [4], e a criacdo de exemplos proprios como exercicio para ilustrar conceitos como
solugoes periddicas, trajetoria, ciclos limites e estabilidade.

3 Resultados

Os resultados exibidos serao alguns teoremas importantes, os exemplos estudados e os graficos
de suas solugoes numéricas.

3.1 Meétodo da Média

Teorema 1. Considerando a equagao da forma

& =ef(t,x) +°g(t, x,¢),

com xz € D C R™ ¢t > 0. Supondo que f(¢t,z) e g(t,z,e) tém periodo T em t, e considerando a
equacao média

. I
y =¢efo(y), onde fo = T/ f(t,y)dt.
0
Vamos supor que

i. as funcoes f,g,0f/0x,0%f/0x? e Og/Ox sao definidas, continuas e limitadas por uma cons-
tante M (a qual ndo depende de ¢) em [0,00) x D, 0 < e < &o;

ii. f(t,x) tem periodo T em ¢ com média fo(x); T é uma constante que independe de &;
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Se p é raiz da funcdo média fo e |0fo(y)/0yly=p # 0, entdo existe uma solucdo ¢(t,e) com
periodicidade T préxima da esfera de raio p tal que

lim ¢(t, &) = p.

e—0

Definicao 1. Dada uma sequéncia de {¢,}, € > 0 e uma familia de solugées ¥ de um sistema
dindmico, temos que um ciclo limite L é definido como

i. atrator, se para toda solugao p(t) € ¥ com ¢(0) e-proximo de L temos que quando ¢,, — oo
entdo ¢(t,) —» = € L;

ii. repulsor, se para toda solucao ¢(t) € ¥ com ¢(0) e-proximo de L temos que quando ¢, — —00
entdo ¢(t,) — z € L.

Para casos onde ha mais de um ciclo limite, ¢ suficiente assumir ¢ < n;in{d(Li, L;)}, onde d(L;, Lj)
i#]

seria a menor distancia entre quaisquer dois pontos de ciclos limites distintos.

Proposigao 1. Dado um sistema dindmico com z € D C R"™,t > 0:

, onde P, Q) sao polinémios finitos e a0 menos um nao-nulo.

i =—-y+eP(z,y)
y= z+eQ(z,y)

Entao, o teorema da média pode mostrar no maximo mT_l ciclos limites na solugao deste sis-

tema, onde m é o maior impar tal que m < maxz{deg(P),deg(Q)}.

Exemplo 1. Dado sistema dindmico com z € D C R™:

&= —y+ePu(z,y) onde Piy(z,y) = Zgio ai -
y= z4+eQu(z,y) Qui(z,y) = Yiioboj- ¥

Escolhendo os coeficientes

1088
a0 ="bo1 = —120 a7 =bo7 = ==
_ _ 1096 _ _ —640
azp=bos = 5— ag,0 = bog = 1
_ _ _ _ 512
aso=bos = —360 ai1,0 = bo,11 = 31

O conjunto de coeficientes escolhidos permite que sua funcao média f, tenha o conjunto de
raizes positivas dado por Sy = {1,v/2,v/3,4,V/5}, pelo Teorema da Média, existe entdo um ciclo
limite entorno de cada circulo de raio ryg € S;. Portanto, este exemplo possui 5 ciclos limites, o
méximo para um sistema onde deg(P) = deg(Q) = 11.
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Figura 1: Cinco ciclos limites bem definidos

Utilizando a linguagem computacional Python em conjunto com as bibliotecas NumPy e Math-
plotlib foi produzida a figura 1, na qual podemos ver a formacdo de ciclos limites atratores e
repulsores classificados de acordo com o comportamento de solu¢oes para valores iniciais distintos
das raizes positivas de fy.

3.2 Ciclo Limite Estavel de um Relégio de Péndulo

Temos que a equacgao linearizada do péndulo é dada por
b4 b+ w0 ~ ——p(t,6)
At

onde b é o coeficiente de atrito e a parte direita da expressao representa a influéncia do mecanismo
de escape. Como os angulos esperados para esse tipo de relogio sao pequenos, temos que tal
aproximagao é 6tima e serve bem como modelo. O momento angular impresso pelo mecanismo de
escape ¢ descrito pela fungao p(t, 9), dada por

o JEio(t) se@>0
p(t,6) = {15_5(15) se <0 M)

onde
1 sel|t—2nw/w| < At/2
5(6) = 6= 2nm/ful < At/
0 caso contrario.
temos que At > 0 é pequeno, representando a fragdo de tempo em que ocorre o acionamento do

mecanismo de escape, semelhantemente k_ < 0 e k. > 0 sdo os pequenos incrementos no momento
angular dados pelo mesmo. Também vale notar que as derivadas na equagao linearizada sao em
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relagao ao tempo t.

Agora consideremos a equagao dada por
a'(t) = h(t, ) + ef (t,®) + 2g(t, 2, ¢) (2)

com |e| < ¢ suficientemente pequeno. Temos que as fungoes h, f : Rx D — R"eg: R x D x
(—e0,€0) — R™ sdo C?, T-periddicas em t e D é um aberto em R2. Vamos assumir que o sistema
nao perturbado

x'(t) = h(t,x) (3)

tem uma subvariedade de solugoes periddicas.

Deixemos que x(t, z) seja uma solugao de (3) tal que x(0, z) = z. Escreveremos a linearizagao
do sistema através da sua solugdo x(t, z) como

Y'(t) = Dah(t,z(t, 2))y (4)

Definiremos M, (t) uma matriz fundamental do sistema diferencial linear (4).

Teorema 2. Assumimos que existe um conjunto aberto e limitado V' com V C D tal que para
cada z € V, a solucdo x(t, z) é T-periodico em t; entdo considerando a fungao

T
fO(z) = %/0 M;l(t,z)f(t,w(t,z))dt

i. Seexiste a € V tal que fy(a) = 0 e det((dfp/dt)(a)) # 0, entdo existe uma solugao T-periddica
o(t,e) = a quando € — 0.

ii. Se todos os autovalores de (dfp/dt)(a) possuem moédulo diferente de 1, entdo para || > 0
suficiente pequeno, a solugao periddica correspondente o(t, e) de (2) é hiperbélica e do mesmo
tipo de estabilidade do ponto singular a do sistema médio &'(t) = fo(x).

Teorema 3. A equacgao diferencial

.. 1 )
0+ bo 20 = —p(t,0 5
+ 00+ w0 = (. 0), (5)
onde a fungao p(t, 0) vem de (1), para At > 0 suficientemente pequeno tem um ciclo limite estavel
que tende a orbita periddica

k _ k_ _

ﬁsin(wt) se bw > 0, gsm(wt) se bw < 0

quando At — 0. o

Exemplo 2. A partir do sistema (5), definindo x =6 e y = 0, k_ = 0 (trataremos de um relogio
de péndulo de apenas uma batida), obtemos o sistema

T=y
y = —w?z — by +q(t,y)

onde ~
kysey>0e|t—2nm/w| <e/2;
Q(t,y)—{o | /el /

Usando os mesmos parametros que M. Denny em [2], teremos (b,ky) = (0.22,0.1s™") como
nossos coeficientes, [ = 1 m como o comprimento do péndulo e os valores iniciais (6, 6y) = (10°,0).
Utilizaremos dos mesmos recursos do exemplo 1 para obtermos as solu¢ées numeéricas.
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dey/dt
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Figura 2: Um ciclo limite bem definido

Temos que a figura 2 obtida é o retrato de fase deste sistema, onde podemos ver a formacao do
ciclo limite estével semelhante ao obtido no artigo [2]. Tal grafico representa o dngulo do péndulo
em relacdo a sua aceleragao angular ao longo do tempo ¢, portanto, a existéncia do ciclo limite
estavel mostra o efeito do mecanismo de escape em criar um movimento periddico e comportado
do péndulo, garantindo o funcionamento do relégio.
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