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Propriedades ergdédicas de sistemas dinamicos

Lucas Viana Reis e Prof. Dr. Christian S. Rodrigues

RESuUMO. Neste projeto, estudamos uma introducéo a Teoria Ergddica e
seus pré-requisitos, focando na sua relagdo com o formalismo termodiné-
mico. Como aplicagdo dos conceitos, investigamos computacionalmente
os efeitos da curvatura do espago na ergodicidade de bilhares planos.

Introdugao

Sistemas dindmicos em tempo discreto consistem de duplas (X, f) que
descrevem a acdo de uma transformacao f : X — X sobre os pontos de
um espago X. Assim, eles naturalmente servem de modelo para muitos
processos que evoluem com o tempo.

Mesmo quando puramente deterministicos, uma grande classe desses
sistemas apresenta comportamento cadtico. Ainda assim, essas dinimicas
podem ser estudadas pelas suas propriedades estatisticas, considerando X
como um espago de probabilidade (X, F, ). Em muitos casos, é natural
considerar que a medida yu seja invariante por f, ou seja, u(f~1(A)) = u(A)
sempre que A C X for mensurdvel, e ao estudo das dindmicas munidas
dessas medidas se concerne a area da Teoria Ergédica.

Informalmente, sistemas ergdédicos sao caracterizados pelas médias tem-
porais de observaveis serem as mesmas para todas as trajetorias, e coincidi-
rem com as médias espaciais dos mesmos quando integrados respeito a uma
medida invariante. Mais precisamente, o conjunto de condi¢bes iniciais para
o qual a igualdade falha tem medida nula. Assim, as evolugoes temporais de
quase todos os pontos do espaco apresentam um comportamento estatistico
semelhante, definido pela medida invariante.

Uma forma adicional de estudar essas dindmicas é pela evolucao da cor-
relacdo entre diferentes observaveis ao avancar do tempo. Se 1, € L'(X)
sdo observaveis e 1 é uma probabilidade invariante, definimos a correlagao
no tempo n como:

Cn(w,cp)=/w-w0f"du—/zpdu/<pdu.

Sistemas s@o chamados de (fortemente) misturadores quando para todo par
de subconjuntos mensuraveis A, B C X temos que lim,, C,,(X4,Xp) =0, e
fracamente misturadores quando lim, £ 37 |C, (X4, Xp)| = 0. Ambas as
misturas implicam na ergodicidade do sistema.
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A velocidade do decaimento das correlagoes também é interessante como
forma de caracterizar o comportamento da dindmica. Dizemos que a dina-
mica tem decaimento exponencial de correlagbes para um subespago veto-
rial YV C F(X,R) se existe A < 1 tal que para todo par 1, p € V, existe
A, ) > 0 tal que |Cn (1, )| < A(, ) A" para todo n.

O decaimento das correlacées pode ser estudado através do operador de
transferéncia £, que descreve a agdo da dindmica f em densidades de massa

pdu:

[ (pdu) = (Lp) dp,
de forma que ele é caracterizado por ser o operador dual de f* no seguinte
sentido:

/@'(@Z)Of)d,u:/(ﬁgo)-de,u.

No contexto dos subshifts de tipo finito, o operador é conhecido como
operador de Ruelle-Perron-Frobenius. Os subshifts de tipo finito sdo di-
namicas simbdlicas que também sio capazes de modelar outras dindmicas
mais complicadas. Mais precisamente, se X = {1,...,k} é um alfabeto de
k sfmbolos, denotamos por ¥ = X% ou T = XN o espaco das sequén-
cias (bi-)infinitas de elementos de X com a topologia produto, e considera-
mos a trasformacao o((y)n) = (Tn41)n chamada de shift. Quando coloca-
mos restrigdes em quais duplas de simbolos consecutivos sdo permitidas, de
acordo com uma matriz de adjacéncia A, obtemos subconjuntos fechados e
o-invariantes de ¥ chamados de subshifts e denotados por X 4.

Uma maneira natural de colocar uma estrutura
de probabilidade nessas dindmicas resulta nos desloca- K=41,2,3,4}
mentos de Markov unilateriais finitos, que sdo subshifts N
de Ej associados a uma matriz de probabilidades de [ 0\\_) 9
transicao P, onde cada elemento P;; representa a /‘ ¢

Y
chance de x,+1 = j sabendo que x,, = i. Associado a O‘_Q\//

essas probabilidades, um vetor de probabilidades p que

N
satisfaz P*p = p é chamado de probabilidade estacio-  (12323412.)€ >,
néria, e define uma medida invariante em M; (X%, o)

gerada por p([n;xn,...,TN]) = ps, Hfi;l Priwin- A FiGura 1. grafo de

uma matriz de ad-
jacéncia irredutivel,
porém periddica.

ergodicidade da dindmica equivale a existéncia de um
caminho entre quaisquer dois vértices no grafo associ-
ado a A (chama-se A de irredutivel), e a dindmica é
misturadora precisamente quando existe um numero fixo de passos a partir
do qual é sempre possivel passar de um vértice a qualquer outro no mesmo
grafo (diz-se que A é aperiddica).

As udltimas duas preposi¢oes podem ser vistas como consequéncias do
Teorema de Perron-Frobenius, que afirma que toda matriz com entradas po-
sitivas admite um tinico autovetor positivo com autovalor positivo, relativo
ao qual todos os outros autovalores tém moddulo estritamente menor. Du-
rante o projeto, estudamos a prova do Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius,
uma generalizacdo do teorema anterior que se aplica ao operador de trans-
feréncia dos subshifts com matriz aperiddica. Isso é feito demonstrando que
o operador tem a propriedade da lacuna espectral, ou seja, um tunico au-
tovalor positivo e que o resto do espectro tem raio estritamente menor que
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esse autovalor. O teorema também implica que quando sdo misturadores,
os subshifts (em particular os deslocamentos de Markov) apresentam de-
caimento exponencial de correlagdes nos subespagos das funcoes 6-Holder
continuas, para todo 6 > 0.

Bilhares. Os bilhares foram um dos primeiros exemplos de dindmicas
estudadas pela Teoria Ergddica. Eles sao sistemas que servem de modelo
para gases ideiais, objetos de estudo da Mecanica Estatistica intimamente
relacionados ao inicio da teoria.

A ideia mais simples dos bilhares sdo subconjuntos conexos B de R?
cuja fronteira é uma curva diferenciavel a menos de um conjunto finito de
pontos. A evolucao temporal considerada move bolas de bilhar, vistas como
posicoes e orientacdes em B x S, por uma trajetéria retilinea que colide
elasticamente nas paredes. Como estamos interessados em dindmicas em
tempo discreto, podemos considerar que a cada passo a transformagao leva
cada bola ao instante logo apés sua préxima colisdo com o bordo, correspon-
dendo ao que se chama de mapa de Poincaré com secdo 0B X (—m/2,m/2).

Mais geralmente, podemos ver a mesa de bilhar como um subconjunto
conexo e limitado de uma variedade riemmaniana M de dimensido d, com
restrigoes andlogas para as fronteiras. Agora, a trajetoria das bolas sdo
geodésicas, e a colisdo com as paredes obedece a lei de que o angulo de
incidéncia é igual ao dngulo de reflexdo. Nesse contexto, a medida v =
cosf dsdf é invariante pela transformacao, onde ds é a medida de volume
em OM e df é a medida de angulo em S9!

Como exemplo de aplicacdo dos conceitos introduzidos pelo projeto, in-
vestigamos computacionalmente o que acontece quando tomamos um bilhar
plano e perturbamos a curvatura do espa¢o de maneira uniforme.

Implementagdo. A simulagdo dos bilhares foi construida na lin-
guagem de programacao Julia, estendendo a biblioteca pré-existente
DynamicalBilliards. KEssa biblioteca implementa a evolucdo temporal de
bilhares planos e permite construir mesas de bilhar a partir de obstacu-
los simples como retas, semicirculos e elipses, além de conter fungdes que
desenham graficos do mapa de Poincaré [3].

A extensdo consistiu basicamente em representar as superficies com cur-
vatura no espaco euclidiano R?, modificando as funcdes que resolvem a co-
lisao com cada obsticulo para levar em conta as diferentes métricas dos
espacos, e implementar fun¢des adicionais para calcular propriedades como
o decaimento de correlacoes.

O espago bidimensional de curvatura constante negativa é o plano hi-
perbélico H2. Dois modelos especiais de H? no disco aberto unitério de R?
sdo os modelos de Poincaré e de Beltrami-Klein. O primeiro é uma repre-
sentacdo conforme do plano hiperbdlico, e o segundo preserva geodésicas, no
sentido de que retas no disco correspondem a geodésicas de H?. De forma
semelhante, a superficie de curvatura constante positiva S? admite duas pro-
jecoes analogas em R?, que sdo as projecoes estereogréfica, que é conforme,
e a gnomonica, que preserva geodésicas.

Pela conveniéncia das geodésicas retas, que permitiu reutilizar as fun-
¢Oes de propagacao e os obstaculos poligonais da biblioteca, os bilhares com
curvatura foram representados nos modelos de Beltrami-Klein e da projecao
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gnomonica em R?. As colisdes foram calculadas transportando os vetores
tangente da parede e velocidade da particula para o modelo conforme com o
jacobiano da transformacao, refletindo um dos vetores em relagido ao outro,
e entdo transportando a velocidade resultante de volta com a inversa do
jacobiano. Para a andlise das correlagoes, implementamos uma funcdo que
realiza numericamente as integracoes na definicdo pelo método de Monte
Carlo, simulando um grande niimero de particulas e calculando uma média
dos valores, ponderada pela densidade da medida de cada modelo em relagao
a medida de Lebesgue na borda do bilhar.

Resultados

O efeito mais importante observado nas
simulacbes foi a evidéncia de que os bilha-
res no plano hiperbdlico geralmente sdo er-
gbédicos, enquanto os bilhares na esfera nao
sdo. Mais precisamente, os mapas de poin-
caré dos primeiros sdo formados por pontos
uniformemente dispersos para a medida in-
variante, enquanto os mesmos mapas para 0S Figura 2. exemplos de traje-
tltimos mostram que as orbitas ficam confi- t¢rias em pentdgonos no plano
nadas em regioes que dependem das condi- hiperbélico e na esfera. Simu-
¢Oes iniciais. Ainda assim, existem excecdes, lagdo de 100 colisdes, projegdes
uma delas sendo os bilhares circulares, que conformes.
nao sao ergddicos em nenhum dos casos.

indice do obstaculo indice do obstaculo
2 1 2

F1GURA 3. mapas de Poincaré de um bilhar triangular no plano
hiperbélico e na esfera, respectivamente. £ é a posicao da bola na
fronteira, medida com comprimento de cada espago, e ¢ € o seu
angulo de incidéncia. Simulagdes de 200 condigoes iniciais, que sdo
diferenciadas pelas cores, com 200 colisdes de cada.

Outra curiosidade que observamos foi que as trajetorias em bilhares na
esfera que tém o mesmo formato da face de um poliedro de Platao sempre
sdo periddicas. De fato, em vez de refletir nas fronteiras, podemos imagi-
nar que a bola segue um caminho inalterado enquanto a mesa é refletida
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para o outro lado da parede a cada colisao.
Como as geodésicas na esfera sdo grandes cir-
culos que eventualmente voltam ao ponto ini-
cial, ao fim de uma volta a “imagem final”
da mesa de bilhar fica alinhada com a mesa
inicial a menos de uma diferenca de orienta-
cao correspondente a uma simetria do poli-
gono. Mas a acdo dessa simetria é sempre a
mesma em cada volta e o grupo de simetrias
desses poligonos é finito, de forma que even-
tualmente a orientacdo coincide com a mesa
inicial, fechando o ciclo da trajetéria.

Por fim, obtivemos resultados niimericos

F1GURA 4. qualquer trajetéria
nos “bilhares Platonicos” é pe-
riédica. Condigbes iniciais ale-

atérias, projecao estereografica.

que sugerem que bilhares no plano hiperbé-
lico cujas paredes sao poligonos regulares apresentam decaimento exponen-
cial de correlacGes, com a constante A sendo menor para bilhares mais curvos
(com raio maior), como ilustrado na figura 5.

Como continuag¢ao do projeto, podemos futuramente buscar um melhor
entendimento tedrico da relacdo entre a curvatura do espaco e os aspectos
observados.

- FIGURA 5. estimativas do de-
—21 caimento de correlacdes para
diferentes mesas de bilhar. As
et mesas sdo quadrados regula-
e res de raio r no plano hiperbé-
lico, e funcoes p e ¥ sdo iguais
a funcdo caracteristica supor-
tada em uma das paredes. In-
tegragdo de Monte Carlo com
107 particulas.

-10

Agradecimentos

Agradeco meu orientador pela gentileza, apoio e tempo na condugao do
projeto. Também agradeco & Fapesp pela bolsa de iniciacdo cientifical.

Referéncias

[1] K. Oliveira e M. Viana, Fundamentos da Teoria Ergddica, 2* edigdo, SBM (2019).

2] W. Parry and M Pollicot, Zeta functions and the periodic orbit structure of hyper-
bolic dynamics, Astérisque, 187-188, Société Mathématique de France, (1990).

[3] G. Datseris, The Journal of Open Source Software 2(19) (2017), 458.

IProcesso n® 2020 /00257-5, Fundagdo de Amparo & Pesquisa do Estado de Sao Paulo
(FAPESP). As opinides, hip6teses, e conclusdes ou recomendagdes expresssas neste ma-
terial sdo de responsabilidade do(s) autor(es) e ndo necessariamente refletem a visdo da
FAPESP.


https://doi.org/10.21105/joss.00458

	Introdução
	Resultados
	Agradecimentos
	Referências

