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Resumo

A principal proposta desse projeto era a de fazer uma contribui¢ao impar a formagao do aluno através do
estudo da expansdo do universo via a anéalise de diferentes modelos de energia escura, bem como prover todo
o ferramental matematico e fisico necessario para isso. Desenvolvemos um estudo completo e aprofundado
a cerca de diferentes topicos da teoria da Relatividade Geral e de Cosmologia que culminaram em um
estudo introdutério sobre a energia escura. Os estudos realizados seguiram os livros textos Gravity| I,
|, de M. P. Hobson e Dark
|, de Luca Amendola. Sao também apresentados os resultados

de James Hartle, General Relativity: An Introduction for Physicists|
Energy - Theory and Observations|
dos dois trabalhos numéricos desenvolvidos durante toda a vigéncia. Em ambos os casos utilizamos os
dados de 115 diferentes supernovas do tipo Ia. No primeiro trabalho numérico buscdvamos por um valor
da constante de Hubble e encontramos Ho = 66.3 + 0.9 km s~ Mpc™>.

a abordagem e buscamos concomitantemente encontrar os valores do par (Ho, ), sendo este ultimo o

No segundo caso, mudamos

parametro de densidade associado a energia escura. Nesta analise encontramos Hy = 67.8+3.9km s~ Mpc™*
e Qp = 0.740.1. Nas duas analises feitas, o valor da constante de Hubble concorda com o valor esperado de

Ho = 67.66 £ 0.42 km s~ Mpc™'[
de e Qa = 0.6889 & 0.0056] -

Cosmologia é o ramo da Astronomia responsavel pelo
estudo da origem e evolugao do universo essa area pos-
sui diversas questoes importantissimas ainda nao res-
pondidas. Dentre essas a mais relevante para este tra-
balho estéa relacionada com uma das principais desco-
bertas da cosmologia moderna que afirma que o uni-
verso nao sé esta se expandido, mas esta se expandido
de forma acelerada | ) | haja vista que
o conceito de energia escura é introduzido para tentar
explicar essa observagao.

Hoje, ainda compreende-se muito pouco da natu-
reza da energia escura, sendo este por inumeréveis ve-
zes um assunto mais hipotético que a natureza da ma-
téria escura. E é por essas razbes que o presente pro-
jeto se destinou a introduzir ao aluno a compreensao
de diferentes modelos de energia escura.

1 Um pouco de teoria

Hoje, acredita-se que a geometria (local) do universo
seja descrita pela chamada meétrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker, ou FLRW. Tal métrica
leva em considera¢do que i) o universo ¢ homogéneo
e isotropico em largas escalas e ii) que ele esta se ex-
pandindo. Tal métrica é dada pela seguinte expressao:

dr?
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Onde temos que ds representa o elemento de linha

|. Além disso, o valor de Q4 também concorda com o esperado

da métrica considerada, a(t) representa o chamado fa-
tor de escala, ¢ representa o tempo cosmico e (r,8, @)
sao as coordenadas coméveis de uma representacao po-
lar esférica. O pardmetro k esta associado a curvatura
do universo ja que ela pode ser de trés diferentes ti-
pos, assim: k = 0 representa um espacgo plano, k = —1
descreve um espago com curvatura negativa e k = 1
descreve um espago com a curvatura positiva. A equa-
¢ao 1 possui todas as informagoes que precisamos saber
a respeito da geometria, ou melhor, do espaco(-tempo)
do universo.

Além da descricao apresentada aqui, conhecer e
compreender as componentes do universo é parte es-
sencial para determinar a sua histéria e sua evolugao.
Assim como no modelo cosmolédgico padrao, assumi-
mos que 0 NOSSO UNiverso possui possui trés componen-
tes: a matéria baridnica, a radiagao e a energia escura
associada a uma constante cosmologica. Sendo cada
uma delas caracterizada pelos respectivos parametros

de densidade dados por:

Pm,0, Pr,05 PA0 (2)

O sub-escrito 0 indica que eles sdo calculados para o
tempo cosmico presente. Embora na forma mostrada
tenhamos todas as informagoes de que precisemos, é
comum que na cosmologia adote-se uma representagao
alternativa, dada por quantidades adimensionais e cha-
madas de parametros de densidade, que sao definidos



pela seguinte expressao:

i) = i)

®3)
Onde, €; representa o pardmetro de densidade do com-
ponente i, G é a constante gravitacional, H é a cons-
tante de Hubble e p; é a densidade do componente
1. Assim, o universo pode ser completamente descrito
pela quadrupla de parametros dados por {Hg, .0,
.0, Qa0}, uma vez que a partir deles podemos re-
construir boa parte da historia do nosso universo e
compreendermos a sua evolugao e propriedades.

A fim de embasar melhor a afirmacao sobre a ex-
pansao do universo, é conveniente compreendermos o
fendmeno que é chamado de redshift. Quando observa-
mos uma estrela ou galaxia, nos detectamos a radiagao
eletromagnética emitida por esses objetos. Acontece
que quando observamos a radiagao emitida por esses
objetos celestes, nos verificamos que em geral os com-
primentos de ondas medidos neles estao deslocados em
relagao ao esperado e medidos em laboratério com fon-
tes aqui da Terra. Basicamente, esse efeito é descrito
pela quantidade z, definida como:

= )\ob_/\em (4)

AS’ITL
Nesta expressao, A,y € o comprimento de onda medido
do espectro recebido do corpo celeste e A¢p, é 0 com-
primento de onda de mesma origem, mas medido em
um laboratoério aqui na Terra.

Rigorosamente falando, quando z < 0 essa quanti-
dade é chamada de blueshift e quando z > 0 é cha-
mada de redshift. Lamaitre e principalmente Hub-
ble, estudando galéxias, notaram que existia uma re-
lag@o entre o redshift e a distancia que outras galaxias
estao da Terra sendo que, de fato, Hubble chegou a
uma relacao que hoje é conhecida como lei de Hubble-

Lemaitre| |, e é dada por:
H,
-0 5
z - (5)

Onde, z é o redshift, Hy a constante de Hubble, ¢ a ve-
locidade da luz e r a distancia do objeto celeste obser-
vado até a terra. Além disso, interpretando o redshift
cosmologico com um tipo de efeito Doppler, podemos
reescrever a equagao acima como:

v = Hyr

(6)

na qual v representa a velocidade de recessao do objeto
observado.

Fica claro, portanto, que a constante de Hubble é,
neste caso, basicamente a constante de proporciona-
lidade encontrada encontrada nessas duas expressoes.

Nos modelos de universo mais robustos, é possivel en-
contrarmos uma relacdo mais geral entre o redshift e a
distancia, que é entao dada por:

c z dz
x(2) = 755 Jo V0 (142)3 4+ 0 (142) 4+ 0+ 21 0 (14+2)2
(7)
Nesta equacao x representa uma coordenada radial,
c a velocidade da luz, Hy a constante de Hubble no
tempo presente, Ry o fator de escala, z o redshift, 2, o,

o pardmetro densidade de matéria, Q. o, o parametro
densidade de radiagdo e Q5 o o pardmetro densidade
do véaculo, todos calculados no tempo presente.

Para compreendé-la por completo, é necessario que
saibamos como calculamos distancias no contexto cos-
moldgico usando aquilo que é chamado de standard
candles. Um objeto que é chamado de standard candles
¢é basicamente um que tem a sua luminosidade, L infe-
rida por uma propriedade fisica nao relacionada com a
distancia que ele esta de nos e que é, em geral, possuida
por todos os objetos de mesma classe. Em especial, se
conhecermos a grandeza chamada de magnitude apa-
rente f de um dado objeto, que mede o fluxo de energia
desse mesmo objeto quando observado daqui da Terra,
podemos usar a lei chamada de inverso ao quadrado
para determinar a distancia d; desse objeto até nos,
sendo tal lei valida para universos cuja geometria seja
plana e estatica. Essa lei é dada por:

L
 drd?

f (8)
Obviamente essa lei precisa ser generalizada para os
casos em que temos outros tipos de geometria no uni-
verso. De forma que podemos, em verdade, escrever a
distancia d;, medida utilizando standard candles como:

9)

Aqui, dj, é a distancia de luminosidade, S(x) = x
representa a coordenada radial, Ry o fator de escala no

dL = R()S(X)(l + Z)

tempo presente e z o redshift.

Além deste modo, existem outros que podem ser
utilizados para a determinacao da distancia de obje-
tos celestes até nos. Consideremos portanto, duas no-
vas grandezas chamadas de Magnitude Absoluta, M e
de Magnitude aparente, m. Tais grandezas referem-
se, respectivamente, a uma escala logaritmica da lu-
minosidade e do fluxo de um objeto celeste. De fato,
utilizando-as é possivel mostrar a validade da seguinte
expressao:

w=m— M =5log,,(d) — 5 (10)

Na qual p é chamada de médulo da distancia e d
é a distancia do objeto até nos (utilizando a unidade



Parsec). E importante sabermos que embora existam
mais classes de objetos possiveis de serem utilizados
como standard candles, as supernovas, particularmente
as do tipo Ia sdo extremamente uteis. Entendemos
por supernovas explosoes extremamente violentas de
certas estrelas cujo o brilho maximo pode se equipa-
rar ao brilho de galaxia inteira. Tipicamente quando
uma dessas explosoes ocorrem, é possivel observar que
o seu brilho cresce durante um periodo de tempo equi-
paravel a algumas semanas chegando entao a um certo
valor méximo e, posteriormente, comega a decrescer,
mas em uma velocidade muito menor, sendo neste caso
que a escala de tempo mais adequada para a descrigao
do fendmeno é a de meses. Dentre todos os tipos de
supernovas, as do tipo la, sd@o aquelas originarias das
estrelas ditas estrelas anas-brancas, nas quais o rema-
nescente estelar é suportado contra a gravidade por um
efeito quéntico chamado de pressao de degenerescén-
]. As anas-brancas conseguem
existir e suportar a prépria gravidade até um limite co-

cia do elétron|

nhecido como massa de Chandrasekhar, que é dado por
M =~ 1.4Mg. Quando uma ana-branca ultrapassa esse
valor limite de massa através da acregao de géas ou da
absorcao de outras estrelas do mesmo tipo, ela colapsa,
causando um aumento em sua densidade que sera res-
ponsével pelo acontecimento de uma reacao de fusao
nuclear espantosa, causando sua explosao e a origem
da supernova.

2 Primeira analise de dados

Em verdade, a constante de Hubble tem um significado
mais sutil do que simplesmente uma constante de pro-
porcionalidade. Tal constante expressa o valor da razao
entre a taxa de variagdo no tempo do fator de escala e
o proprio fator de escala no tempo presente. Com ela,
podemos compreender o quao rapido o universo esta
se expandindo a diferentes distancias em relacdo a um
certo ponto no espaco. Nota-se, em vista disso, que a
conhecermos é de vital relevincia para compreender o
funcionamento da expansao do universo.

A fim de computar o valor da constante de Hub-
ble, Hy utilizamos os dados referentes a 115 superno-
vas do tipo la, com redshifts que variam de z=0.015 a
z=1.01. Essencialmente, de tais dados temos o valor do
modulo da distancia dessas supernovas, tal como dado
pela equacgao 10 e o redshift z. Dessa forma, é possi-
vel descobrirmos qual é o valor da distancia dada pela
luminosidade, dj,, de cada uma delas e assim com o au-
xilio das equagoes 9 e 7 podemos encontrar, assumindo
um universo plano, a expressao:

dz

e = | e

(11)
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Figura 1: Em preto, dados da distancia de luminosidade d;, (Mpc) pelo redshift z das 115 supernovas do tipo Ia
utilizados para a obtengao do pardmetro de Hubble. Em roxo e verde, calculo numérico da expressao 11, sendo
ele feito, respectivamente com Hy = 67.66 + 0.42km s~! Mpc™' e Hy = 66.3 +0.9km s~! Mpc™'. Os demais
parametros utilizados foram: €2,,, o = 0.3111 £ 0.0056, 24,0 = 0.6889 £ 0.0056, Q2,0 =1 — (0 + Qa0). Além

disso, ¢ é a velocidade da luz no vécuo.

QoI+ 24+ Qap
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Figura 2: Espago de fase dos pardmetros procurados: (Ho,24). Na analise consideramos como possiveis valores os
seguintes intervalos: Ho € [60.0,75.0] e Qo € [0.50,0.99], ambos separados por 0.01. Durante a analise, buscamos
eq. 12).
diferentes valores de x? encontrados. O ponto em vermelho indica os valores do par de parametros que minimizam

os valores dos pardmetros que minimizassem 2 (c. £ Na escala de cores, temos uma representacao dos

x?2, sendo eles dados por Hp = 67.8 + 3.9km s~ Mpc™* e Q4 = 0.7 £+ 0.1, ambos em concordancia com os valores
esperados de Hy = 67.66 & 0.42 km s~ Mpc™*[ ] e Qa = 0.6889 £ 0.0056[
figura representam os intervalos de confianga dos parametros procurados, sendo elas respectivamente equivalentes aos

|. As elipses presentes nesta

intervalos de 1o, 20 e 30, cujos valores podem ser escritos como 68.27%, 95.45% e 99.73% de confiabilidade. Os valores

numéricos altos de x? sdo uma consequéncia a termos mantidos a normaliza¢io dos dados fixa.

Aqui, dy, representa a distancia de luminosidade, c a
velocidade da luz, Hy a constante de Hubble no tempo
presente, z o redshift, €,,0, o pardmetro densidade
de matéria, €),.o, o pardmetro densidade de radiagao e
Qa0 o parametro densidade do vacuo, todos calculados
no tempo presente.

A partir da expressao dada por 11, podemos rea-
lizar um ajuste nao linear a fim de descobrir o valor
de Hy, assumindo que conhecemos os valores dos pa-
rametros {Qm.0, 24,0, o}t Em verdade, segundo a
literatura, os valores para esses parametros sao dados,
respectivamente, por: 0.3111 4 0.0056, 0.6889 4 0.0056
el —(Qno+ Qo). Tais nimeros foram retirados
da Tabela 2 do demonstrativo de resultados da co-
laboragdo Planck| |.  Utilizando a biblioteca
SciPy, implementamos o ajuste susodito e encontra-
mos que Hy = 66.3 + 0.9 km s~! Mpc™!, sendo
que o valor esperado, segundo [ |, de Hy =
67.66+0.42km s~! Mpc~!. Na Figura 1, encontramos
o valor de dy, e z das supernovas utilizadas bem como
duas curvas referentes a equagao 11, sendo a curva de
cor roxa calculada com o valor de Hy encontrado atra-
vés do fitting e a curva de cor verde referente ao Hy
esperado segundo | |. Dados os dois valores de

Hj trabalhados, é possivel observar que quando consi-
deramos a faixa de erro entre as duas medidas, os dois
valores chegam a concordar, todavia, é 6bvia a cons-
tatacao que o valor calculado foi um pouco abaixo do
esperado. Acreditamos que tal resultado possa ter li-
gacao tanto aos dados das supernovas utilizados para o
célculo quanto com a prépria implementacao utilizada
para o fitting da equagao 11.

3 Segunda analise de dados

Como vimos na anélise desenvolvida na se¢ao anterior,
conhecermos o valor da constante de Hubble é algo
fundamental para a nossa compreensao no universo.
Todavia, quando estamos fazendo alguma analise ob-
servacional, conhecer o valor de Hg, por vezes, nao é
o Gnico ponto de interesse. Considerando uma pers-
pectiva cosmologica é relevante conhecermos e investi-
garmos, além da constante de Hubble, outros parame-
tros necessarios para a compreensao do modelo, destes
destacam-se aqui para este trabalho os parametros de
densidade, definidos na equagao 3 ja que, eles sao essen-
ciais para os célculos realizados em cosmologia, como



pode ser visto na equagao 7 que utilizamos anterior-
mente.

Dada essa perspectiva, optamos por utilizar os da-
dos referentes as 115 supernovas do tipo IA, com
redshifts pertencentes ao intervalo dado por z=0.015
a z=1.01 para investigarmos, concomitantemente, os
valores de Hy e de 5. Como resultado, construimos
um espaco de fase desses parametros que pode ser visto
na Figura 2.

Para essa anélise, adotamos via um ponto de vista
pragmético a busca pelo par (Hp, Q) que melhor se
adaptaria aos pontos dados pela equagao 11. Assim,
fornecemos um conjunto de possiveis valores para os
parametros considerados, sendo o intervalo de Hy en-
tre os 60.0 e 75.0, com distancia entre eles de 0.01 e
o intervalo de (1) pertencente a 0.50 e 0.99, sendo a
distancia entre eles dadas também por 0.01. A fim de
quantificar o melhor valor possivel para os nossos da-
dos, utilizamos a anélise que é feita via o parametro
x?, onde tal parimetro é definido como se segue:

2~ (O — Ep)?
X —;7&

(12)

Nessa equacao Ej, representa o valor esperado dos da-
dos, e Oy, representa o valor medido dos dados. Uma
discussao completa sobre o uso desse parametro pode
ser encontrada em | |, contudo, é valido desta-
car que o processo consiste basicamente em analisar
qual é o valor da par (Hp, Q) que minimiza a equagao
12. Além disso, seguindo o conteudo apresentado em
[ | a Figura 2 apresenta ainda trés elipses de
confianca, sendo cada uma delas responsavel, respecti-
vamente, por uma confiabilidade no valor encontrado
de 68.27%, 95.45% e 99.73%.

Na analise realizada, é importante destacar que por
conta de termos utilizado uma normalizacao fixa para
os dados os valores de x? sdo altos, no entanto, usando
esta técnica encontramos que os valores que minimi-
zam a equacio 12 sdo: Hy = 67.8+3.9km s~! Mpc™*
0.7 £0.1. O valor da constante de Hub-
ble encontrada estd de acordo com o resultado ob-
servado com a técnica utilizada na analise do pri-

eQA:

meiro semestre e com o resultado observacional des-
crito em | |, cujo valor registrado era de Hy =
67.66 +0.42km s~ Mpc~!. Quanto ao pardmetro res-
pounsavel por quantificar a energia escura, esperavamos
segundo os dados da colaboragao Planck]| | que
Qp = 0.6889 4+ 0.0056. Como é possivel ver, o valor
encontrado também esta de acordo com o valor espe-
rado desde que consideremos a margem de erro. Assim

como a anélise desenvolvida durante o primeiro semes-
tre de vigéncia do projeto, percebemos que os resulta-
dos apresentados aqui sao extremamente satisfatorios,
dados i) o namero de supernovas utilizadas na analise
e ii) a busca concomitante dos dois parametros.
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