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Introducao

As equacoes diferenciais estocdsticas sao uma ferramenta muito importante para
modelar processos que apresentam algum tipo de aleatoriedade. Estas equagoes
sao trabalhadas dentro de uma &area da matematica que é denominada ”calculo
estocastico”. O objetivo deste trabalho é iniciar os estudos nesta area da ma-
tematica e suas conexoes com a formacao do aluno em engenharia de com-
putacao. Em particular faremos uma breve introducao a Equacoes diferenciais
estocasticas e a mostraremos uma aplicacdo a um exemplo classico que é a
modelagem do crescimento populacional.

Definicoes basicas

Comecaremos dando as defini¢oes bésicas da teoria:

Definicao 1 Seja Q2 um conjunto. Uma o—dlgebra F em € uma familia de
subconjuntos de Q com as sequintes propriedades: ) € F, se F € F = F¢ ¢ F
(F€ =Q\F) e, e Ay, Ag,... € F entdo A=UX A; € F.

Definicao 2 Um espaco 2 munido de uma o— dlgebra F ¢é dito um espaco
mensurdvel. Os elementos de F sao chamado de conjuntos mensurdveis.

Se ) estd modelando um evento, os conjuntos de F denotam os possiveis
eventos que podem ocorrer.

Definicao 3 Uma medida de probabilidade P sobre um espago mensurdvel (2, F)
¢ uma fungdo P : F — [0,1] tal que

i- P(0) =0 e P(Q) =1

ii- Se Ay, Ag,...€ F e AN Aj =0 para todo i # j temos que
P (U2 A) = > P(A)).
i=1

Definicao 4 Uma terna (2, F, P) € dita um espago de probabilidade.

Fixamos a partir de agora (€, F, P) espaco de probabilidade.
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Definicao 5 Uma funcio X : Q — R™ € dita mensurdvel se X ~1(U) € F para
todo U € B(R™).

Se (2, F,P) é um espago de probabilidade entdo uma fun¢do mensurével
X : Q — R é dita uma varidvel aleatoria.

Definicao 6 Um processo estocdstico real € um conjunto de varidveis aleatorias
{X: : Q = R} indexadas por um pardmetro t tomando valores num conjunto
ordenado (usualmente N ou R)

Movimento Browniano

Fazer intro ao movimento browniano.

O movimento browniano é um processo estocdstico {B;};>0, ou seja, uma
familia de varidveis aleatérias indexados por valores nao negativos com um
espago de probabilidade comum (2, F,P) e com as seguintes propriedades:
By = 0, fungdo t — By é continua em t, o processo {B;}¢>0 tem incremen-
tos estaciondrios e independentes, os incrementos B, — By tem distribui¢ao
normal com média 0 e variancia ¢. Ou seja: Byys — Bs ~ N(0,1).

Detalhamos aqui, seguindo o livro de Oksendal [1], uma forma de construir
o movimento Browniano como processo estocastico. Para z € R™ fixo, defina

1 ( \|m;ty\l2>
p t,x, = —F—=¢€

paray € R"et>0.Se 0 <t; <ty <--- <t definimos

Viy.ot, (F1 XX Fy) = / p(t1, z,z1)p(ta—t1, T1,72) - p(ti—th—1, Th—1, ) dr1dT2 - - - d).
Fy XX Fy,
Estendemos entao esta definicao de forma tal que seja possivel aplicar os te-

oremas de Kolmogorov e assim construir um espago de probabilidade (92, F, P,,)
e um processo estocdstico {B;};>o tal que as distribuices finitas

P:c(Btl c Fl,‘ . ‘,Btk S Fk) :/ p(tl,x,x1)p(t27t1,x1,$2) .. *p(tkftk_l,xk_l,l'k) dxidxs - - - dx.
F1 XX Fy,

Defini¢ao 7 O processo construido acima é dito (uma versao) do movimento
browniano comecando em x.

E possivel mostrar que este processo pode ser construido de forma tal que os
seu caminhos, isto é, as fungoes X;(w) : R — R™ sejam continuas utilizando o
teorema de continuidade de Kolmogorov (ver [1] pag. 14 teorema 2.2.3)

Indo para o lado de engenharia da computagao é podemos ver na imagem
abaixo um possivel caminho gerado utilizando uma simulagdo com a linguagem
python, a biblioteca numpy e um valor k=10000.
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Figura 1: Movimento Browniano com k=10000

Formula de It6 e equacoes diferenciais estocasticas

Antes de comecar com Equacgoes diferenciais estocésticas definimos a integral
de Ito

n— oo
ti€Tn, ti<t

/Of(s,Bs) dB, = lim Z f(sisBy,)(Bi,,, — Bi,)

onde f: R x R — R é uma fungdo C*°, B; é o movimento browniano e {7,}
uma sequéncia de partigdes de [0,00) com ¢;, — oo quando n — oo e

|7n| = sup |tiy1 — ti| = 0 se n — 00.
n
Uma Equacgao diferencial estocdstica no sentido Itd (EDE) a valores
reais é uma equacao da forma
dl‘t = )(V()(Zf7 :ct) dt + X1 (t, xt) dBt
onde X; : R Xx R — R sao fungoes C'*°.

Definicao 8 Dado (s,x) € [0,T] x R™, um processo estocdstico continuo x,
para t € [s,T]|, a valores em R € dito um solu¢io da equagio acima, com
condicao inicial x5 = T se, e somente se, satisfaz

¢ ¢
xt:x—l—/ Xo(t, z) dr—l—/ X1(t, ) dB,

Teorema 1 Assuma que os coeficientes Xo, X1 da EDE sao globalmente Lips-
chitz, isto €, existe K > 0 tal que

| Xk (t, 2) = Xi(t,y)| < K|z —yl,

para todo t € [0,T] e x, y € R™. Entao a equagao tem solugdo unica para uma
dada condi¢do inicial.

Para uma prova deste resultado ver [1] paginas 66-70 teorema 5.2.1

Uma ferramenta poderosa para o estudo das EDE é féormula de It6 que é o
equivalente estocéstico ao teorema fundamental do cdlculo. Apresentamos aqui
uma versao simplificada desta:



Teorema 2 Seja f : R X R™ — R wuma fun¢io C* e {B;} o moviemento
browniano iniciando em By = x entdo

t t 1
1050 = 10.0)+ [ 048 ap.+ | [(@f)(s,BsHQaif(s,Bs) ds.

Para uma prova do resultado consultar [1] pdgina 44 teorema 4.1.2.

Modelo de crescimento populacional

Com o auxilio das ferramentas apresentadas nos topicos anteriores faremos um
estudo de um modelo crescimento de uma populagao em um ambiente lotado
ou nao. Aqui apresentamos uma pequena modificagao do modelo ja conhecido
e, ate onde sabemos é uma proposta original.

A equagdo a ser considerada é

dXt = TXt(K — OtXt)dt + BXtdBt

. Onde X; é a populagédo do ambiente. O modelo original pode ser viso em [1]
no exemplo 5.1.1 e exercicio 5.15 que correspondem respectivamente aos casos
a = 0 (ambientes ndo lotados) ou @ = 1 (ambientes superlotados). No caso
aqui apresentado permitimos valores de a que nao necessariamente sejam 0 ou
1. Na equagao, a constante K ¢é referente a capacidade do meio, a constante
r é referente & qualidade do meio e a constante 3 é referente a um ruido no
modelo(parte ndo deterministica).

E possivel ver, utilizando a férmula de It6 em conjunto com o método de
variagao de parametros, que a solucao da EDE acima é dada por:

e(rK—38")t+5B;

AL +ra f) e(rK=38%)s+BB. g
Xo 0

Essa solugao, quando substituido a = 0 e a = 1 colapsa nas solugoes dos
casos conhecidos citados acima. Em particular, podemos ver que a esperanca
da variavel aleatéria X, é

erkt

XLD + %(eth—l)

E[X:] =

Podemos simular as solugoes para os diferentes caminhos do Movimento
Browniano. Estas simulagoes sao de grande utilidade quando nao é possivel cal-
cular explicitamente a esperanca do processo sendo considerado. Nos graficos
abaixo aparecem as simulagoes e sua comparagao com o valor da esperanca ob-
tida explicitamente para o processo sendo considerado. Também, calculando
a média das simulacbes, desenhamos abaixo a esperanca estimada pelas si-
mulagbes. Como era de esperar quanto mais caminhos sejam simulados, mais a
esperanga simulada se aproxima da esperanga obtida em forma analitica. Para
fazer as simulagoes, foi utilizado a linguagem python e métodos de integragao
numérica. Como se trata de uma fungao exponencial, foi utilizado escala lo-
garitmica no eixo y para melhor visualizacao do processo.
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Figura 2: Simulagao populacao nao superlotada; Parametros: r = 0.0002, K =
1000, =0,8=0.2, Xy, =2

Crescimento populacional, alfa=1
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Figura 3: Simulacao populagao superlotada; Parametros: r = 0.0002, K =
1000, =1, 8 = 0.01, Xy = 800

No caso onde hd uma superlotacao na populagao é necessario que X seja
mais proximo de K para que o modelo represente melhor a realidade, por isso
foi adotado Xy = 800.
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