UNICAMP - Universidade Estadual de Campinas

Gabriely da Cruz Camilo
Orientador: Ricardo Biloti

INTRODUCAO A MODELAGEM MATEMATICA
PARA BIOLOGIA

Campinas
2020



XXVIIl Congresso {virtual} de Iniciagan Cientifica da Unicamp ALV

e O o PP
....... e
® Qcneg

1 Introducao

O curso 51, conhecido popularmente como Cursao, é ofertado pela UNICAMP
(Universidade Estadual de Campinas) e ¢ um ABI(Area Basica de Ingresso) de
matemaética e fisica em que depois de 3 semestres realizando as matérias comuns,
vocé pode escolher um curso para seguir. Eu ja pensei em ir para todos os cursos,
até me decidir finalmente em ir para Matematica Aplicada e Computacional.
Contudo, descobri que esse curso possui 3 énfases, e estou confusa em relagao a
qual escolher. Sendo assim, iniciei esse projeto com a intengao de conhecer um
pouco mais sobre o campo da Biomatematica. Portanto, o objetivo deste projeto
é realizar uma introducao a modelagem matematica para Biologia, oferencendo
assim um conhecimento geral sobre a area e o que ela estuda.

2 Objetivo

Estudar a area de Biomatemaética, realizando uma introdugao a modelagem
mateméatica para Biologia, para assim obter um conhecimento geral sobre a
area.

3 Desenvolvimento

Adotamos como referéncia principal o livro Essential Mathematical Biology de
Nicholas F. Britton da editora Springer.

Durante o estudo estou traduzindo o livro para o Portugués e adapatando
os dados e exemplos para situagoes do Brasil. Para a construcao do livro utilizo
a linguagem ITEX, pois a plataforma é muito utilizada hoje no meio académico
e é de grande importancia saber utilizéd-la. Atualmente estou na metade do
segundo capitulo do livro, os conceitos que eu considero mais interessantes,
serao apresentados a seguir.

3.1 Dinamica de Populagdo de Espécies Unicas

A primeira pessoa que pensou e realizou um estudo sobre a populagao humana
e apresentou uma estimativa para o tamanho da populagao, foi o Sir William
Petty por volta de 1300. E nessa época, mesmo nao existindo tecnologia e
aparelhos para que ajudassem na contagem, pode-se dizer que ele fez uma boa
aproximagao concluindo que naquela época havia cerca de 320 milhoes de pes-
soas no mundo. Hoje depois de muitos estudos, chegou-se & estimativa de que
em 1300, havia aproximadamente 360 milhoes de pessoas. Na Figura 1 vemos
um grafico para o censo mundial desde o ano 0 d.C..
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Figura 1: Crescimento da populagao mundial

Se o crescimento fosse exponencial, deveriamos perceber um comportamento
linear no gréfico, devido a escala logaritmica. Considerando até o ano 1500
percebemos esse aspecto linear. Em uma segunda fase, depois do ano 1800,
percebemos esse aspecto novamente, porém com uma inclinagao maior. Entre
essas fases, podemos notar um aspecto semelhante ao comportamento exponen-
cial. O que nos permite concluir que para populagoes humanas observadas em
longas faixas de tempo o crescimento é exponencial com um expoente que muda
ao passar do tempo. E dai temos a definicdo de processos populacionais nao-
estactondrios, sao processos com parametros em mudanca ao longo do tempo.

Uma forma de calcular o tamanho da populagao, é usando um modelo de
tempo discreto linear de primeira ordem que pode ser visto na equagao (1),
onde b é a taxa de natalidade, d a taxa de mortalidade e N,, é o tamanho da
populagao no tempo n.

Nps1 = (1+b — d)N,, = AN, (1)

Essa equagao é conhecida como Fquac¢ao Malthusiana para tempo discreto, em
que o parametro A é a taxa de crescimento liquida. Se o processo é estacionario
e A é constante, sua solu¢gao com populacao inicial Ny é dada por N,, = NgA" que
cresce geometricamente com taxa de crescimento A (se 4 > 1), que é conhecido
como crescimento Malthusiano.
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3.1.1 A Biologia da Dinamica da Populagao de Insetos

Dado que insetos tem geragoes anuais bem definidas, de forma que em cada uma
das 4 estagoes de anos eles passam de ovos para larvas, e a fase de pupa e entao
de pupas para adultos que poem ovos e logo depois morrem. Toma-se o censo
da populagao na fase de reproducao. Seja Ry a taza reprodutiva bdsica, ou seja,
a média de ovos postos por cada adulto, considerando que nao ha mortalidade
prematura e que todos os ovos vao se tornar adultos eventualmente, a equagao
1 se aplica, fazendo Ry =b e d =1.

Portanto, numa populagao real de insetos nem todos ovos sobrevivem para
serem contados como adultos no préximo censo, sendo assim consideramos S(N)
como a razao que sobrevive. Entao a equagao 1 se torna a equagao 2.

Npy1 = ROS(Nn)Nn = NnF(Nn) = f(Nn) (2)

em que F(N) é a produgao per capita e f(N) é a producdo. Se F depende de n
entao dizemos que o modelo é dependente da densidade.

Agora vamos considerar que as populagoes de insetos sdo reguladas por com-
peticdo intraespecifica (dentro da propria espécie), dada por algum recurso es-
casso. Seja N, um valor critico, ou seja, o valor maximo da populagdo susten-
tada por esse recurso escasso. Vamos definir a seguir alguns tipos de competigao
intraespecifica ideal.

e Sem competicio: todos sobrevivem, logo S(N) =1, VN.

o Competicao por recurso: aqui existe um nimero limitado de recurso em
que cada individuo que obtém-o sobrevive para procriar e ter filhos, ja o
que nao obtém, morre. Portanto S(N) =1se N < N. e S(N) = N./N para
N > Ng.

o Competi¢io por embaralhamento: aqui assumimos que o recurso é dividido
em partes iguais para cada individuo da populagao. Se a quantidade de
recurso distribuida é suficiente para o individuo sobreviver, entdao todos
sobrevivem, se nao, entao todos morrem. Sendo assim, S(N) =1se N < N
e S(N) =0 para N > N,.

3.1.2 Metapopulagoes

Metapopulagao ¢ um grupo de subpopulagoes de uma mesma espécie que nao
estao ligadas entre si, mas que possuem muitos outros processos em comum e
os individuos se mudam de uma populacao para outra. Essa dispersao tende a
alcancar uma estabilidade no equilibrio entre a exting¢ao local e a colonizagao
de areas vazias, que podem ser ocupadas ou reocupadas ao longo do tempo.
Seja K o nuamero de sitios potencialmente habitaveis e p(¢) a fragao de si-
tios que é ocupada no tempo t. Seja e a taxa de exting¢ao local, entao edt é a
probabilidade de um sitio ocupado se tornar desocupado no proximo intervalo
de tempo 6¢. A fragdo média de sitios que se tornardo desocupados no proximo
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intervalo de tempo 6t é ep(t)6t. E seja ¢ a taza de colonizagdo, entao a pro-
babilidade de um sitio desocupado se tornar ocupado no préximo intervalo de
tempo 6t é cp(t)6t. Entao a fracao média de sitios que serdo colonizados no
proximo intervalo de tempo 6t € cp(t)(1 — p(t))ot.

3.1.3 Coelhos de Fibonacci

Um dos primeiros modelos de crescimento populacional, foi criado por Leonardo
de Pisa, conhecido como Fibonacci. O livro pelo qual ele é mais famoso é o Liber
Abaci, publicado em 1202, onde no terceiro capitulo, ele colocou a seguinte
questao:

"Um certo homem colocou um par de coelhos em um lugar cercado
por paredes. Quantos pares de coelhos esse par original pode pro-
duzir num ano supondo que todo més cada par gera um novo par
que a partir do segundo més se torna produtivo?"

Seja n o tempo n meses depois dele ter colocado os coelhos nessa caixa. Vamos
tomar o censo antes do nascimento dos coelhos de cada més. Se nenhum coelho
morre, entao todos os coelhos que tinham k meses de idade no tempo n vao ter
k +1 meses de idade no tempo n+1. Seja yk,, a quantidade de pares de coelhos
com idade k no tempo n, temos yii1,n+1 = Yk,n- Assumindo que no tempo 0,
temos 1 par de coelhos com 2 meses de idade e 0 pares para qualquer outra
idade, chegamos na equagao 3.

Yn+2 = Yn+1 t Yn (3)

Em que temos como resultado a sequéncia 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55---, que é a
famosa sequéncia de Fibonacci. Portanto concluimos que a resposta para a
questao apresentada anteriormente é 144 pares de coelhos apés um ano ou 233
se considerarmos os recém nascidos.

4 Conclusao

O projeto até aqui tem cumprido seu objetivo, visto que estou aprendendo e
obtendo conhecimento sobre a area da Biomatematica. Do ponto de vista da
metodologia, me propor para traduzir o livro tem se revelado ttil nao s6 para
estudar a matéria, mas também para melhorar meu inglés técnico e minhas
habilidades com ferramentas que serdo muito proveitosas para mim no meu
curso e na carreira académica, como utilizar o Octave e aprender a linguagem
ETEX. Portanto, acredito que o projeto tem cumprido seu objetivo com éxito.



