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Introducao

Uma particao irrestrita (2 é uma colecao de inteiros positivos {ci, ca, -+ , ¢} cuja soma é
n € N, colecao esta que escolhemos por em ordem decrescente, ¢; > ¢o > -+ > ¢,. Além disso,

uma particao restrita deve obedecer as restricoes a que estd sujeita. Neste projeto, faremos
uso de duas restrigoes:

e Parte minima: A menor das partes da particao deve ser no minimo ¢ € N, ¢ < n — 1,
isto é, ¢, > 1;

e Diferenca minima entre partes: Devido a ordenacao decrescente das partes, restringe-

se que uma parte seja no minimo a parte seguinte mais um A € NU{0}, isto é, ¢; > ¢; 11+,
Vi=1,2,---,¢cs 1.

Dessa maneira, tem-se as particoes irrestritas como um caso especifico, em que ¢ = 1 e
A = 0, no qual as restricoes se tornam redundantes.

Assim, define-se o conjunto de partigoes P(n, ¢, \) como o conjunto de partigoes de n com

parte minima no minimo c¢ e diferen¢a minima entre partes A, com p(n) = #P(n, 1,0) o ntimero
de partigoes irrestritas de n.

Seguinte a este estabelece-se o conjunto M(n, ¢, A), introduzido em (GODINHO; SANTOS,
2020) como o conjunto de todas matrizes de duas linhas do tipo

- a; Qg - Qg
M_(b1 by --- bs>

S
as = C, Qj :ajH—l—ij—l—)\e Z(al—l—bl) =N
i=1
Constréi-se, entao, a bijecao entre P(n,c, ) e M(n, ¢, A), em que M € M(n, ¢, \) é a repre-
sentagao matricial de uma unica partigao €2 € P(n, ¢, A), de forma que a matriz

. a ag - Qg
M_(b1 by - bs>
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onde a;,b; e NU{0} e




representa a partigdo Q = {a; + by, a2 + be, -+, a5 + bs}.

As restricoes impostas sobre a matriz fazem com que as restrigoes da particao restrita
sejam obedecidas. Portanto, para restricoes e casos distintos, as matrizes de duas linhas sao
definidas de maneira diferente, como ocorre em (SANTOS; MATTE, 2018)), que para satisfazer
as necessidades da pesquisa, a matriz foi definida de outra forma.

Na tabela [I| abaixo tem-se um exemplo de todas as particoes irrestritas de 5, isto é, com
parte minima ¢ = 1 e diferenca minima entre partes A = 0, e suas respectivas representagoes
matriciais, ou seja o nimero de partigoes irrestritas de 5 é p(5) = #P(5,1,0) = #M(5,1,0) = 7.

Na tabela[2 abaixo tem-se um exemplo de todas as partigoes restritas de 9 com parte minima
¢ = 2 e diferenca minima entre partes A = 1, e suas respectivas representacoes matriciais, ou
seja o nimero de partigdes nesse caso é #P(9,2,1) = #M(9,2,1) = 5.

cverreve e | (55 )
: o () vert e e e | (00 )
441 {4,1} ;, (1] 0 ) (i)
342 {3,2} ? 1 T2 7.2} (i g)
3+1+1 {3,1,1} <; (1) é) 6+3 (6,3} (3 ?>
24241 {2,2,1} ((2) 1 é) 544 5.4} (8 3)
24+1+1+1 (2,1,1,1} (1 (1) (1] (1)) 443+2 {432} (3 3 (2))
L+14+14+1+1] {1,1,1,1,1} (1 Pl 1) :
00000 Tabela 2: P(9,2,1) e M(9,2,1)

Tabela 1: P(5,1,0) e M(5,1,0)

Partindo disto, organiza-se as matrizes numa arvore e conta-se quantos nés existem por
geracao na arvore. Neste momento a pesquisa foi subdividida, numa primeira parte, a deducao
do algoritmo, conforme a anélise feita no artigo (GODINHO; SANTOS| 2020), apenas para
o caso irrestrito, em seguida, na segunda parte, foi estudado mais a fundo a organizacao em
arvore, com a adicao de fungoes e a explicacao da montagem também para o caso restrito.

Desenvolvimento da arvore de matrizes

Sabendo que cada matriz da maneira definida representa uma parti¢ao, organizou-se as
matrizes de acordo com o nimero de zeros no final da segunda linha, todas as matrizes com ¢,
zeros no final da segunda linha sdo descendentes de uma mesma matriz raiz, o bloco B(t;).

Os blocos constituem a primeira geracao da arvore e sao definidos como:

B(O):(mfo)),Bu):(fnJ(rS 8)7...73@):(67:(:; B cJ(;)\ S)

ti(ty +1)
2

elementos da matriz ser n, isto é, deve ser um inteiro nao negativo.
Para os descendentes, precisamos definir

onde m(ty) =n—(c(ts +1)+ A representa o quanto falta para a soma de todos os

cH+tA c+(t1—1)A c+ X ¢
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Os descendentes dos blocos sao as matrizes F'(t1,ty) definidos por

L(t1) + to
F(ti,ts) = WAt t
i) = (BT ) s
para ty =0,1,---, LMJ, sendo m(ty,te) = m(ty) — 2t — L(t1) — 1.

2
A cada geragao a seguir, adiciona-se uma nova variavel (o que explica a contagem ser feita

por linha), e de uma geragdo para outra, adiciona-se uma coluna a esquerda, isto é, na /(-
ésima geracao, as matrizes dependerao de ty, t9,---t;, € em cada uma delas terd uma funcao
m(ty, -+ ,tr), que enquanto devolve um valor inteiro ndo negativo, complementa a matriz de
forma que some n, quando devolve um valor negativo, mostra que nao existe matriz com esses
valores para as varidveis, e, quanto & constru¢ao da matriz, onde estava m(ty,--- ,m(t,_1) na
matriz pai, se coloca t,, adiciona-se uma coluna a esquerda, em que o elemento da linha superior,
ay, ja é definido, e o elemento inferior, by se torna m(ty,--- , ;).
No exemplo da Tabela [2], os blocos sao

B(o):<3),3(1)=(i 3)7B<2>:(81 g (2))

e os primeiros descendentes sao

F(O,O):(;L ?),F(O,l)z(é ;)

que ja constituem todas as matrizes da arvore, fazendo com que ela seja conforme abaixo.

F(0,0)  F(0,1)

Por fim, basta contar quais sdo os valores de ty,- -+ ,t, para os quais m(ty,--- ,t,) devolve
um valor inteiro nao negativo, que se tem quantos nés existem na (-ésima geracao da arvore,
sem precisar saber quais sao as matrizes, ou mesmo qual particao elas representam.

Desenvolvimento do algoritmo do caso irrestrito

Definem-se o seguinte polinomio, sua raiz e a constante £, como

n n—2 n
Po(x) =n—2(z+1), 33025—1, 502{ 5 J+1= bJ7

e a partir deste definem-se os proximos polindmios e suas respectivas raizes por

Pi(z)=n—1—xzePj(r)=n—2j—xparaj=2,--- Y,
rm=n—1ler;=n—2jparaj=2---, 4.
Ao tomar a visao de arvore, tem-se que {, representa o nimero de geragoes na arvore, e o

nimero de elementos na primeira geragao ¢ Dy = r; + 1 = n, e nas geragoes £ = 2, ---  {y é Dy
definido por:
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¢
re T3 7%, Po(ts) — D i-ti—iso
i=3

D=33 % : 1

t1=01t2=0 tp_1=0

onde
g .
Po(t1) — ‘ Z L Tp—it2
7O O 4 0 ) = == +3
j 1(1727 7]1) E—(]—Z)
Por fim, obtido todo Dy, para ¢ = 1,--- , ¢y, tem-se o nimero de matrizes em cada geracao,

logo, o total de matrizes na familia é, simplesmente, a soma desses valores:

Lo
p(n) = Dy=(ri+1)+ > D
=2

A dedugao destas formulas esta em (GODINHO; SANTOS, 2020). A implementacao dos
somatorios aninhados foi feito recursivamente, e a implementacao pode ser encontrada em

(CARRENHO] 2021)).

Resultados e Discussao

O principal resultado é o proprio algoritmo mostrado acima, implementado em fungoes em
MATLAB. Fazendo um laco em n dessa funcao, conseguimos analisar melhor o comportamento
do algoritmo.

Além do valor de p(n), coletamos o tempo de processamento do algoritmo para os valores cal-
culados, que foram de n = 1 até n = 167, e estao presentes no arquivo listadeparticoes.txt,
disponivel em (CARRENHO| 2021)), e uma separacao por intervalos na tabela [3| abaixo.

Tempo de Processamento | Valores de n
Até 1 segundo n=1:76

De 1 segundo a 1 minuto | n=77:111

De 1 minuto até 1 hora | n=112:151

Mais de 1 hora n = 152 : 167

Tabela 3: Intervalos de Tempo de Processamento

O grafico de n x p(n), Figura abaixo, comprova que a func¢ao p(n) realmente explode
para n crescente, e o grafico de p(n)xtempo de processamento, Figura abaixo, mostra um
comportamento quase linear entre essas duas variaveis, assim, conforme n cresce, o tempo de
processamento também explode.

Para o caso restrito, que engloba o irrestrito, o resultado principal é a possibilidade de
calcular o numero de partigoes de acordo com as duas restrigoes sem precisar colocar por extenso
cada partigdo ou cada matriz, apenas analisando as fungoes, especialmente m(ty,--- ,t,), e
montando a arvore, contando quantos nés ela possui a cada geracao.

Por exemplo, vé-se que #M(32,7,2) = 15 pela arvore abaixo.
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Figura 1: Graficos

Conclusao

Conclui-se que o algoritmo calcula o niimero de partigoes irrestritas de n, como era seu
objetivo, confirmando o crescimento cada vez maior da fungao p(n).

Além disso, é possivel concluir que o algoritmo é eficiente e viavel, pois calcula valores até
p(111) em menos de um minuto. Entretanto, o algoritmo perde valor para grandes valores de
n, jd que o tempo se torna impraticavel, isto é, o algoritmo tem um ’limite’, que depende de
quanto tempo o computador pode estar alocado apenas para céalculo desta funcao.

Ja para o caso restrito, a representacao matricial mostrou uma nova maneira de calcular o
numero de parti¢coes para as restricoes propostas, e isso abre portas para outras aplicagoes para
a representacao. Como uma continuacgao deste projeto, é possivel implementar o caso restrito,
assim como incluir outras restrigoes para as particoes.
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