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1 Introducao

O presente trabalho se propde a estudar métodos numéricos para minimizacdo de funcoes suaves
utilizando-se apenas informagoes de primeira ordem. Em outras palavras, dada uma funcao f : R" —
R, f € C!, tal que possua minimizador global 2* € R", i.e. f(z*) < f(z), Vo € R", objetiva-se estudar
métodos numeéricos iterativos que geram uma sequéncia {xy}3°, C R™ tal que x, — x* e 2441 € obtido
como combinacgao linear de z; e V f(x;), parai € {0,1,...,k}.

Embora métodos de segunda ordem, como o de Newton, possuam convergéncia rapida, eles deman-
dam o calculo e 0 armazenamento da matriz Hessiana da funcdo f, bem como a resolugio de sistemas
lineares a cada iteracao. O tradicional método de Cauchy, por outro lado, apesar de baixo custo, tem
convergéncia lenta.

Com o aumento da dimensdo, os requerimentos de memoria e os custos associados, cria-se a neces-
sidade de estratégias aceleradoras. Na area de aprendizado de maquinas, por exemplo, o treinamento
de um modelo preditivo é um problema de minimizacao, em que a dimensao corresponde a quantidade
de dados disponiveis. Por balancearem caracteristicas de eficiéncia e custo computacional, os métodos

de primeira ordem acelerados vem ganhando destaque, e constituem o foco deste trabalho.
1.1 Meétodo de Cauchy

Este ¢ o método de primeira ordem mais simples, sendo o iterado zpy; calculado apenas como um
deslocamento do iterado xy na direcdo de —V f(zy) considerando um passo oy > 0. Assim, dado

xo € R", a sequéncia {x}72, é gerada pelo processo

Tt = xp — apV f(zk),

em que 0 passo ay pode ser pré-definido ou obtido a cada iteracao com alguma estratégia de busca. A
seguinte proposicao apresenta o comportamento desse método quando o tamanho de passo é escolhido

aproveitando-se informagoes da estrutura da funcao.
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Proposi¢ao 1 (Teorema 2.1.15 de Nesterov (2003) adaptado). Seja f : R® — R tal que f € C% ¢
fortemente convexra com constante u > 0 e seu gradiente € Lipchitz continuo com constante L > p.
Entao, f possui minimizador global x* € R™ e, dado x¢g € R™ qualquer, o método de Cauchy com passo

constante oy, = Liﬂt gera sequéncia {x}72 tal que

k—1
k+1

F L
) lxo — 2|2, em que k= —.
,u

lax — 12 < (

No caso de as informacées de L e p ndo estarem disponiveis ou as constantes nao existirem, é
possivel determinar o tamanho de passo de uma iteracao do método de Cauchy pela regra de Armijo.
Essa regra estabelece um decréscimo suficiente da funcao a cada iteragdo, em que «ap > 0 deve ser

selecionado de forma que

for — V() < flan) — oarV f(ze) "V (), (1.1)

em que o > 0 é um hiperparametro de controle de exigéncia do decréscimo. Para mais detalhes, veja,
por exemplo, o Capitulo 3 de Nocedal e Wright (2006).

1.2 Método Heavy-ball

O método da bola pesada é um dos primeiros métodos de primeira ordem acelerados conhecidos, e

consiste em acrescentar a iteracao do método de Cauchy um termo de inércia, com iteracoes dadas por

Tpp1 = ) — iV f(2r) + Br(zr — 2p—1), (1.2)

em que ay > 0 e B, > 0. A direcdo do método da bola pesada é, entdo, uma combinacao linear entre
a direcao de Cauchy (gradiente) e o passo dado na ultima iteragdo (termo de inércia).

Nesse método temos os tamanhos de passo ay e Bk, que podem ser pré-definidos ou selecionados
a cada iteragdo, de forma semelhante & selegao de aj no método de Cauchy. A seguinte proposi¢io

apresenta tamanhos de passos fixos que garantem a convergéncia da sequéncia {x1}72.

Proposicao 2 (Item (3) do Teorema 9 de Polyak (1964) adaptado). Seja f : R® — R tal que f € C?
€ fortemente convexa com constante > 0 e seu gradiente é Lipchitz continuo com constante L > p.

Entao, f possui minimizador global x* € R™ e, dados xg,x1 € R" suficientemente prozimos de z*, o
2 VIL-

2 ) e Bp = vE

VLit+yi VLit+yi

método da bola pesada com passos oy = ( gera sequéncia {x )72, tal que

k
¢ \/E_l s *
o~ a7l < s (Yirg +0) lleo— oI5 + lea — "B
V-1

em que K= %, 6 > 0 ¢ suficientemente pequeno para que NGES) +0 <1 e, uma vez fixado §, c5 € uma

constante positiva.

Os passos propostos na dependem da existéncia e conhecimento de constantes estru-
turais da funcéo objetivo. Propomos nesse trabalho a determinacao de oy e 5 de maneira adaptativa.
O tamanho de passo na direcdo do gradiente, oy, deveré ser selecionado conforme . Ja o tamanho
de passo na direcdo de inércia possui a sua selegao dividida em dois casos. Se a direcdo de inércia for

de descida (Vf(z3)" (zx — zx—1) < 0), entdo aplicamos a regra de Armijo para determinar S

Flae+ Br(ze — x1-1)) < flaw) + 0BV f (@) (z5 — zp1). (1.3)
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Caso contrério, entdo S < Sr_1, mas o passo na dire¢do de inércia é amortecido pelo hiperparametro
w <K 1, i.e. trocamos o termo S (zp — xx_1) em por wlk(xp — xg_1).

O processo adaptativo se d4 nas buscas lineares para garantir tanto quanto . Na imple-
mentacao, sao empregados processos de backiracking para obtencao de ay, e de B, em que os valores sao
inicializados com «g_1 e Br_1, respectivamente. Hiperparametros de contracdo contr < 1 € Beontr < 1
sdo utilizados durante a busca. Ap6s a obtencdo de xji1, 0s tamanhos de passo ai e de [ sdo
entdo dilatados por hiperparametros aqy > 1 e Baqi > 1, respectivamente, para serem usados como
inicializacoes das buscas do passo seguinte.

Vale destacar que somente haverd busca para obtencdo de [y caso a dire¢do de inércia seja de
descida, de forma que Beontr € Bail somente sdo aplicados nesse caso. No caso da direcdo de inércia nao
ser de descida, 0r + Br_1 sem que haja qualquer contragdo ou dilatacdo, e entdo [ ¢é utilizado como
inicializacao, se for o caso, para a busca de Bx11.

A estratégia adotada busca tirar proveito da dire¢do de inércia sempre que essa for de descida, e
permite que os tamanhos de passo sejam maiores do que os passos utilizados na [Proposi¢ao 2| por conta
dos termos de dilatagdo, com a garantia de decréscimo suficiente. Na situacdo da direcdo de inércia
nao ser de descida, ainda é considerada essa direcdo, mesmo que com um amortecimento, para evitar

um passo puramente do método de Cauchy.
1.3 Meétodo de Nesterov de 1983

Este é um método da familia de métodos 6timos, no sentido em que alcanga a melhor taxa de conver-
géncia possivel para métodos de primeira ordem (veja, por exemplo, Nesterov (2003, Se¢ao 2.2)). O
meétodo é apresentado no contexto de funcdes convexas diferencidveis com gradiente Lipchitz continuo.
A informacéo de convexidade forte da funcéo objetivo, quando existir e estiver disponivel, ¢ usada pelo
método. De maneira geral, o método precisa de L > 0, constante de Lipchitz do gradiente, e de u > 0,
constante de convexidade forte da funcdo objetivo, que no caso de u = 0 indica apenas a convexidade

da fungao. Definindo ¢ = % e dados zg € R", yo = xo € ag € (0, 1), o processo iterativo é definido por:

1
Tyl = Yk — va(yk),

(1.4)

ar(l — ag)

Ykl = T41 + (Tht1 — Tk)-

g+ oG,

Esse é o esquema iterativo simplificado para o método, em que o passo de gradiente para obtengao
de zp41 possui tamanho de passo fixo. Dessa maneira é possivel eliminar uma sequéncia numeérica e
uma sequéncia auxiliar no R™. Em Nesterov (2003, Subsegao 2.2.1), é possivel acompanhar a versao

mais geral do método, assim como sua dedugdo. A seguinte proposicao apresenta a taxa de convergéncia
da sequeéncia {z}72, obtida via (1.4).

Proposicao 3 (Teorema 2.2.3 de Nesterov (2003) adaptado). Seja f : R® — R tal que f € C' é
fortemente convexa com constante > 0 e sew gradiente € Lipchitz continuo com constante L > p.
Entao, f possui minimizador global x* € R™ e, dado x9 € R™ qualquer, o esquema iterativo (1.4)) com

ag dado pela maior raiz de 04(2) + (1 —q)ag — 1 =0 gera sequéncia {x}7, tal que
ok — 2"z < || 2— mi L—y/+ k - |zo — =
Tp— min , g — 2 ||2.
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O método de Nesterov de 1983 apresenta uma das melhores taxas de convergéncia garantidas,
visto que é um método étimo. Entretanto, possui uma grande dependéncia das constantes estruturais
1 e L da fung@o objetivo, que nem sempre estdo disponiveis. Além disso, 0 método como exposto
usa as informacGes estruturais globais, mas para algumas fun¢bes pode ser interessante analisar essas
informacoes localmente via estratégias adaptativas.

Para lidar com essas dificuldades, algumas propostas foram feitas for diversos autores. Em Nesterov
(2007) é introduzido um esquema adaptativo para o ajuste da constante de Lipschtiz a cada iteracao.
Ja em Gonzaga e Karas (2013), um método com uma diferente escolha para ay, que independe de L, e
uma estratégia adaptativa para selecao de p a cada iterago sao introduzidas. Por fim, em O’Donoghue
e Candes (2015), uma estratégia de reinicio do método de Nesterov de 1983 é apresentada para lidar

com o nao conhecimento de u e L.

2 Experimentos computacionais

No presente trabalho, todos os métodos estudados foram implementados em linguagem MATLAB. Para
andlise dos resultados foi utilizada a técnica de performance profile de Dolan e Moré (2002).

Para os experimentos computacionais foram utilizadas fungoes quadraticas simples, i.e. f : R® — R
da forma f(z) = %Z?:l diz?, em que d € R", p=dy < dy < --- <dy_1 <dp, = L. As constantes
estruturais de f foram escolhidas como p = 1 e L = 1000, de forma que o nimero de condicao de todos
os problemas tratados é x = 1000.

Para introduzir variabilidade aos problemas quadraticos, desenvolvemos uma sistematica para ge-
racdo dos autovalores d. Contemplamos a possibilidade dos autovalores estarem concentrados em até
5 clusters, os autovalores extremos d; e/ou d, estarem ou nao isolados, além de um fator ¢ € [0, 1]
que determina o quanto os autovalores estdo concentrados em cada cluster. A distribuicao usada para
determinar os autovalores em cada cluster foi a uniforme, e os clusters foram uniformemente espagados
no intervalo [u, L].

Usando-se a sistemética apresentada, consideramos as dimensoes n € {10,200, 500, 1000, 2000},
uma quantidade de clusters variando de 1 até 5, o isolamento ou ndo de dy e d, e o fator t €
{0,0.3,0.6,0.9}. Com isso, temos 5-5-2-2-4 = 400 possibilidades para geragdo de problemas.
Ademais, para cada problema gerado, trés pontos iniciais xg foram gerados utilizando-se a distribuicao
uniforme no intervalo [—1, 1], exigindo que [|zg||oc = 1. Em cada rodada, a convergéncia foi estabelecida
quando ||V f(zg)||2 < le—6 e limitamos os métodos a 2000 iteracoes.

Quatro métodos foram utilizados para resolver os problemas, sendo eles: método de Nesterov de
2007 (NO7) e de 1983 (N83), método de Gonzaga e Karas (GK) e o método da bola pesada adaptativo
(HB adapt).

A implementacao de NO7 levou em conta o esquema com ag = 1, a estratégia adaptativa de
Nesterov (2007) com 7, = 1.5 e 734 = 2 (notagdo do autor) e de reinicio (esquema com gradiente)
de O’Donoghue e Candeés (2015), em que nao informamos p e L. A implementacdo de N83 usada foi
exatamente a do esquema com ap = 1, logo informamos L e pu. A implementacio de GK seguiu
as sugestoes originais em Gonzaga e Karas (2013), em que informamos apenas L e na determinagao
de 6, usamos B4y = 2 (Foi usado, como sugerido, 3, = 1.02 no contexto de selecdo de ) e, ao invés

de um esquema de reducao de intervalo, usamos backiracking com constante de contracao igual a 0.5.
1

Além disso, usamos tamanho de passo de gradiente fixo v = ¢

em conta as discussoes da [Subsecao 1.2| com as escolhas aq

. A implementacdo de HB adapt levou
Bo = 0.01, acontr = 0.5, Beontr = 0.2,
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agil = 1.1, Bgil = 2, w = le—3, 0 = le—4 e z1 obtido como uma perturbagio aleatoria (distribuicao
normal) de 2y com norma-2 igual a 0.1. As implementagbes aqui apresentadas foram escolhidas como
tais pois se destacaram em rodadas preliminares comparando opc¢oes distintas em cada método.

Na vemos os perfis comparando os resultados dos métodos apresentados. Assim como
observado em Gonzaga e Karas (2013) em termos das iteracoes, GK se destaca em rela¢ao aos métodos
NO7 e N83. O método HB adapt, que ndo foi considerado em Gonzaga e Karas (2013), apresenta
desempenho competitivo com o método GK nesse quesito. Ja em relagdo ao tempo de execugdo, veja
que a grande quantidade de buscas existentes no método GK resulta em um processamento mais lento,
o que faz com que o método NO7 tenha melhor desempenho. Ademais, o método HB adapt supera
o método NO7 e resolve pouco mais de 70% dos problemas mais rapidamente. De qualquer forma,
destaca-se que todos os métodos sdo igualmente robustos no conjunto de problemas gerados, visto que

todos conseguem alcangar a convergéncia com a tolerancia estabelecida.

09f L7 7 1 a
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0.8 £ /
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Figura 1: Perfis baseados em iteragoes (esq.) e tempo (dir.) para problemas com fungoes quadraticas

3 Conclusao

No desenvolvimento deste trabalho foi possivel verificar que os métodos de primeira ordem acelerados
sao capazes de incrementar a eficiéncia do método de Cauchy sem que haja a necessidade da utilizagao
de informac¢ao de segunda ordem, que é muitas vezes inadequada. Além disso, vimos que as estratégias

adaptativas e de reinicio incrementaram a eficiéncia desses métodos nos testes realizados.

Referéncias

Dolan, E. D. e J. J. Moré (2002). “Benchmarking optimization software with performance
profiles”. Em: Mathematical Programming 91.2, pp. 201-213.
Gonzaga, C. C. e E. W. Karas (2013). “Fine tuning Nesterov’s steepest descent algorithm for
differentiable convex programming”. Em: Mathematical Programming 138.1, pp. 141-166.
Nesterov, Y. (2003). Introductory Lectures on Convex Optimization: A Basic Course. Vol. 87.
Applied Optimization. New York: Springer Science & Business Media.

— (2007). Gradient methods for minimizing composite objective function. Discussion paper
76. Bélgica: CORE, UCL.

Nocedal, J. e S. Wright (2006). Numerical Optimization. Springer Science & Business Media.

O’Donoghue, B. e E. Candeés (2015). “Adaptive restart for accelerated gradient schemes”. Em:
Foundations of Computational Mathematics 15.3, pp. T15-732.

Polyak, B. T. (1964). “ Some methods of speeding up the convergence of iteration methods”.
Em: USSR Computational Mathematics and Mathematical Physics 4.5, pp. 1-17.

XXIX Congresso de Iniciacao Cientifica da UNICAMP — 2021 5



	Introdução
	Método de Cauchy
	Método Heavy-ball
	Método de Nesterov de 1983

	Experimentos computacionais
	Conclusão

