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Este projeto teve como objetivo estudar a equagao do calor unidimensi-
onal e n-dimensional, em regides limitadas com diferentes tipos de condigao
de contorno, bem como em todo o espaco. Para situagoes distintas foram
estudadas existéncia e unicidade de solugao, assim como outras propriedades
de solucao da equacao do calor, como o Principio do méximo, dependéncia
continua da solucao em relacdao aos dados iniciais e de contorno e regulari-
dade.

Inicialmente, foi feito um estudo preliminar sobre séries de Fourier e
suas propriedades, a saber, a definicao da série de Fourier de uma funcao
periédica, o Teorema de convergéncia pontual das séries de Fourier, bem
como um teorema sobre convergéncia uniforme e os teoremas de integragao
e derivagao termo a termo para essas séries.

Depois, foi realizado um estudo sobre equagoes diferenciais parciais (EDP’s)
e suas classificacoes, em particular, sobre os tipos de EDP’s lineares de 22
ordem com duas variaveis independentes, a saber, eliptica, parabdlica e hi-
perbolica, e suas formas canonicas. Foi visto, em particular, que a equagao
do calor unidimensional é do tipo parabdlica.

Com isso, encerram-se os estudos preliminares. Foi estudado, entao, a
deducao da equacao do calor unidimensional, que é dada por

ug(z,t) = 0Pugy(z,t) + F(x,t), (1)

a partir das leis fisicas que descrevem a difusao do calor e as mudancas de
temperatura em um meio homogéneo. Na interpretacgao fisica da equacao ,
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u(x,t) representa a temperatura de uma barra a distancia z da extremidade
esquerda no instante ¢ e a fungao F'(z,t) representa a acao de fontes e sor-
vedouros de calor na barra.

Em seguida, estudou-se o problema de valor inicial e de fronteira (PVIF)
da equacao do calor unidimensional, dado por

g = gy + F(z,t), 0<x <L, t>0
u(0,t) = g1(t), w(L,t) = g2(t), t>0 - (2)
u(z,0) = f(z), 0<ax<L

A condigao de fronteira do Problema 2 (u(0,t) = g1(t), u(L,t) = g2(t))
é do tipo Dirichlet, foram estudados também os problemas com condigao
de fronteira do tipo Neumann, em que a condicao é dada para u, ao invés
de u, e do tipo Robin, em que a condicdo é dada para fu + u,. Para
cada um destes problemas, foram calculadas solucées explicitas para o caso
homogéneo com condicao de fronteira homogénea, i.e, com F' = g; = go = 0,
provando, assim, a existéncia de solugao desses problemas. Em particular,
viu-se que a solucao do Problema [2} no caso F' = g; = go = 0 é dada por:

u(x,t) = i <11_/ /LL f(z)sin <?> da:) e_%tsin (n%x) .
n=1 -

Foi discutido também como utilizar o método da variacao de pardmetros
para calcular uma solucao para o caso nao-homogéneo a partir da solugao
conhecida do respectivo problema homogéneo.

Depois disso, foram estudadas outras propriedades de solugao do Pro-
blema [2] a saber, o Principio do méximo, unicidade, regularidade e a de-
pendéncia continua das solugoes em relagao aos dados iniciais e de contorno.
Com isso, concluiu-se que o Problema[2]é “bem posto” no sentido de Jacques
Hadamar, i.e, possui solucao, a solugao ¢é tinica e depende continuamente dos
dados iniciais e de fronteira.

Na segunda parte do projeto, estudou-se a equacao do calor n-dimensional,
i.e,

ug — Agu = F(x,t),
onde z € R", t € RY e Ayu = > | Ug,,,. Para essa equacgdo, foram
estudados dois problemas. O problema de valor inicial, ou problema de
Cauchy, que é dado por:

us — Dgu = f, em R™ x (0,00)
u=g, em R™ x {t =0}.
Bem como o problema de valor inicial e de fronteira (PVIF), dado por:

u — Agu = f, em Ur
u =g, em I'p,

(4)
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onde Uy := U x (0,T], T'r := Up\Ur é a chamada fronteira parabdlica de
Ur e U C R é um aberto limitado, tal que OU é de classe C'.

No estudo do Problema (3], foram calculadas solucoes para os casos ho-
mogéneo (f = 0) e ndo-homogéneo com condigao inicial nula (g = 0), ob-
tendo assim uma solucao no caso geral.

Para isso, foi estudada a solugdo fundamental da equacao do calor em
R"™, dada por

1 -
O(x,t) = Gmyz€ Mo set>0 ®

0, caso contrdrio.

Foi verificado que a solucao fundamental de fato satisfaz a equacao do
calor em R"™!1 —{(0,0)}. Assim, procurou-se utilizar esta solucio para obter
uma funcao que também satisfaca a equagao do calor, mas que se aproxime
de g quando t — 0. Chegou-se, dessa forma, & funcao

u(e.t) = [ @ - yit)gly)dy (©

como candidata a solugao do PVI [3] homogéneo. Foi visto que, de fato, a
funcao @ ¢ uma solucao para esse problema.

Para calcular uma solugao do Problema [3] no caso ndo-homogéneo com
g = 0, foi utilizado o Principio de Duhamel, que afirma que um candidato a
solucao para este caso é dado por

t
u(zx,t) = / u(x,t;s)ds, parax € R" t>0,
0

onde u(x,t;s) é uma solu¢ao do PVI [3| com instante inicial s e condigao
inicial f(-,s). Assim, usando a solugao calculada anteriormente, com as
devidas alteragoes, conclui-se que a fungao

(@, 1) :/Ot/n@(x—y,t—s)f(y,s)dyds

é uma candidata a solucao do problema considerado. Com efeito, foi visto
que esta fungao é solugdo do Problema [3| ndo homogéneo com g = 0.

Foi observado, entao, que somando as solucées dos casos homogéneo e
nao-homogéneo com g = 0, obtem-se uma solucao para o caso geral, i.e, a
funcao

)= [ a@=ytgy+ [ [ Byt 5. s)duds

é solugao do Problema
Ademais, foram estudadas propriedades de solucao do Problema [3] Em
particular, foi visto que este problema possui uma versao do Principio do
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maximo e possui solucao unica sob certas condicoes. Esta propriedade de
unicidade afirma que o Problema [3| possui no maximo uma solugao u que
satisfaca

u(z, b)) < Ae?l#I® (vz e R* 0 <t < T),

para algum par de constantes positivas A, a.

Em seguida, foi considerado o Problema {4l Para esse problema, foram
estudadas propriedades de solucao, como uma férmula de valor médio, o
Principio do maximo forte, unicidade, regularidade e dependéncia continua
da solucao em relacao aos dados iniciais e de contorno.

Dentre essas propriedades, vale ressaltar o Principio do méaximo forte,
uma vez que importantes propriedades, como a unicidade e a dependéncia
continua, podem ser obtidas como consequéncia desse principio, enunciado
a seguir.

Teorema 1 (Principio do Méximo Forte para a equagao do calor)
Seja u € C3(Ur) N C(Ur) uma solucdo do Pmblema com f =0.

(i) Entdo, maxy, u = maxp, u.

(ii) Se, além disso, U for conexo e existir um ponto (zo,to) € Ur tal que
u(wo, to) = maxg,_ u, entao u € constante em Uy, .

Por fim, foram estudadas também uma demonstracao de unicidade via
método de energia e a propriedade de unicidade “backward”, conteido do
seguinte teorema.

Teorema 2 (Unicidade “backward”) Sejamto € (0,T] euy, uz € C*(Ur)
solugoes de

(7)

u — Agu = f, em Ur
u=g, sobre U x [0, to].

Se ui(z,tg) = wua(x,to) para todo x € U, entao u; = ug em Uy, =
U x (O,to].
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