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São várias as áreas nas quais as equações diferenciais possuem aplicações.
Por exemplo, f́ısica, engenharias, biologia, entre outros. Muitos dos fenômenos
dessas áreas têm seus comportamentos descritos matematicamente por meio
de equações diferenciais. Neste projeto, o fenômeno estudado foi a onda nos
casos unidimensional e n-dimensional.

Na primeira parte foi realizado um estudo preliminar sobre Séries de Fou-
rier.

Em seguida, foram estudadas as equações diferenciais parciais lineares de
segunda ordem, podendo ser elas dos tipos hiperbólico, parabólico ou eĺıptico.
A equação da onda unidimensional é do tipo hiperbólico.

Foi visto que a equação da onda unidimensional é dada por

utt = c2uxx + F (x, t) ,

onde c é a velocidade de propagação da onda e F (x, t) toda força externa.
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Na sequência, foi estudado o problema da o caso da corda infinita.
Tomando o problema de Cauchy da corda infinita homogênea:{

utt = c2uxx, −∞ < x < +∞, t > 0 ,

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), −∞ < x < +∞ .
(1)

Uma transformação linear que leva ao arquétipo hiperbólico uxy =
φ(x, y, u, ux, uy) foi realizada e chegou-se na solução para o problema, dada
por

u(x, t) =
1

2

[
φ(x+ ct) + φ(x− ct) +

1

c

ˆ x+ct

x−ct
ψ(s)ds

]
, (2)

onde φ é de classe C2 e ψ é de classe C1 em R. A equação (2) é chamada
fórmula de D’Alembert e é solução única do problema de Cauchy para dadas
condições iniciais.

Após o caso acima, foi tratado o caso da equação da onda em uma corda
finita de comprimento L preso nas extremidades, cujo problema é :

utt = c2uxx, 0 ≤ x ≤ L , t ≥ 0 ,

u(0, t) = u(L, t) = 0 ,

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x) , 0 ≤ x ≤ L .

(3)

No sistema acima, φ(0) = φ(L) = 0, ψ(0) = ψ(L) = 0, pois as extre-
midades estão presas. E que cuja solução é uma superposição do problema
com velocidade inicial nula (ψ(x) = 0) e de problema com posição inicial
na posição de equiĺıbrio, mas com velocidade inicial diferente de zero. As
soluções dos dois problemas citados são encontradas por meio do Método da
Separação de Variáveis. A solução de (3) é dada então por

u(x, t) =
∞∑

m=1

cm sin
(mπx

L

)
cos

(
mπct

L

)
+ km sin

(mπx
L

)
sin

(
mπct

L

)
;

onde

cm =
2

L

ˆ L

0

φ(x) sin
(mπx

L

)
dx, km =

2

mπc

ˆ L

0

ψ(x) sin
(mπx

L

)
dx, m = 1, 2, ... .

A segunda parte deste trabalho foi iniciada com uma abordagem sucinta
sobre a equação do transporte e da equação da onda unidimensional. Foi
vista uma maneira diferente de obter a fórmula de D’Alembert através das
soluções da equação do transporte homogênea e não homogênea.
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Como parte dessa abordagem breve sobre a equação da onda unidimen-
sional, foi vista uma aplicação da equação de D’Alembert, o problema da
semirreta real positiva.

Além disso, foi estudada a existência da solução da equação no caso n-
dimensional. Tome n ≥ 2, m ≥ 2 e u ∈ Cm (Rn×[0,∞)) solução do problema
de valor inicial {

utt −∆u = 0, em Rn × (0,∞)

u = φ, ut = ψ, em Rn × {t = 0}.
(4)

O problema (4) é o problema de Cauchy da onda n-dimensional.
Nesse estudo, os casos foram separados em quatro: a equação da onda

tridimensional, bidimensional, em dimensões ı́mpares e em dimensões pares.
Primeiramente, a solução do caso tridimensional foi encontrada pelo método
das médias esféricas e, utilizando o método da descida, foi encontrada a
solução do caso bidimensional.

Foi visto que para n = 3, ou seja, supondo que u ∈ C2(R3 × [0,∞))
resolve o problema de Cauchy (3), a solução do caso tridimensional é dada
por

u(x, t) =

 
∂B(x,t)

Dφ(y)

(
y − x
t

)
+ φ(y) + tψ(y)dS(y), (5)

onde x ∈ R3 e t > 0. Essa é a fórmula de Kirchhoff para o PVI (4) com
n = 3.

Dessa forma, para encontrar a solução do caso bidimensional, considera-
se um problema auxiliar tridimensional com a terceira variável espacial nula
e utiliza-se a fórmula (5) como ponto de partida. Usando a definição de
média na esfera e pela fórmula da Coarea, é posśıvel simplifcar a expressão
obtida com a fórmula (5) com a terceira variável espacial nula e a solução da
equação da onda bidimensional é dada por

u(x, t) =
1

2

 
B(x,t

tφ(y) + t2ψ(y) + tDφ(y) · (y − x)√
t2 − |y − x|2

dy, (6)

onde x ∈ R2, t > 0. Essa é a fórmula de Poisson para o PVI (4) com n = 2.
De forma similar, é posśıvel obter a solução para os casos em dimensões

ı́mpares utilizando o método das médias esféricas, dada por

u(x, t) =
1

γn

∂

∂t

((
1

t

∂

∂t

)n−3
2
(
tn−2

 
∂B(x,t)

φdS

))

+
1

γn

(
1

t

∂

∂t

)n−3
2
(
tn−2

 
∂B(x,t)

ψdS

)
,

(7)
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onde n é ı́mpar e γn = 1 · 3 · 5 · · · · · (n− 2), ∀x ∈ Rn, ∀ t ≥ 0.
E também para os casos em dimensões pares utilizando o método da

descida, dada por

u(x, t) =
1

γn

∂

∂t

((
1

t

∂

∂t

)n−2
2

(
tn
 
B(x,t)

φ(y)√
t2 − |y − x|2

dy

))

+
1

γn

(
1

t

∂

∂t

)n−2
2

(
tn
 
B(x,t)

ψ(y)√
t2 − |y − x|2

dy

)
,

(8)

onde n é par e γn = 2 · 4 · · · · · (n− 2) · n, ∀x ∈ Rn, t ≥ 0.
Na sequência, foi estudada a solução para o caso não homogêneo{

utt −∆u = f, em Rn × (0,∞)

u = 0, ut = 0, em Rn × {t = 0}.
(9)

A solução de (9) foi obtida através do prinćıpio de Duhamel. Dessa forma,
a solução é dada por

u(x, t) =

ˆ t

0

u(x, t; s)ds, (10)

onde u é a solução da equação da onda homogênea e para y ∈ Rn, 0 < s < t
dados, para um s fixo, u(x, t) = u(x, t; s) é solução do mesmo PVI de (4),
mas com tempo inicial substitúıdo por t = s.

Também foi visto que há unicidade da solução da equação da onda, tanto
no caso unidimensional, quanto no caso n-dimensional, utilizando o método
de energia. Além disso, foram estudados os conceitos de domı́nio de de-
pendência em ambos os casos.
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