/\ = -,
17\ e
XXIX Congresso de Iniciagan Cientifica Ay

Equacao da onda unidimensional e
n-dimensional e aplicacoes

Palavras-chave: Equacoes diferenciais parciais, Equacao da onda,
Equacgoes hiperbdlicas

Autores/as:
Vitor Misso Unicamp

Prof.* Dr.? Bianca Morelli Rodolfo Calsavara (orientadora) Unicamp

Resumo para o XXIX Congresso {Virtual} de
Iniciagao Cientifica da Unicamp

Sao varias as areas nas quais as equagcoes diferenciais possuem aplicagoes.
Por exemplo, fisica, engenharias, biologia, entre outros. Muitos dos fenomenos
dessas dreas tém seus comportamentos descritos matematicamente por meio
de equacoes diferenciais. Neste projeto, o fenomeno estudado foi a onda nos
casos unidimensional e n-dimensional.

Na primeira parte foi realizado um estudo preliminar sobre Séries de Fou-
rier.

Em seguida, foram estudadas as equagoes diferenciais parciais lineares de
segunda ordem, podendo ser elas dos tipos hiperbdlico, parabdlico ou eliptico.
A equacao da onda unidimensional é do tipo hiperbdlico.

Foi visto que a equacao da onda unidimensional é dada por

Uy = gy + F(2,1),

onde ¢ é a velocidade de propagacao da onda e F'(x,t) toda for¢a externa.
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Na sequéncia, foi estudado o problema da o caso da corda infinita.
Tomando o problema de Cauchy da corda infinita homogénea:
Uy = CPUgy, —00 < T < +00, t>0, 1)
U(I70) - ¢(ZL’), Ut(l’,O) = 1/1(33)7 —00 < x < +00.

Uma transformacao linear que leva ao arquétipo hiperbdlico u,, =
o(x,y, u, uy, uy) foi realizada e chegou-se na solugao para o problema, dada
por

x+ct
u(z,t) = % [qzﬁ(x +ct) + ¢z — ct) + % w(s)ds} : (2)
x—ct
onde ¢ ¢ de classe C? e 1) é de classe C' em R. A equagao (2) é chamada
formula de D’Alembert e é solugao tnica do problema de Cauchy para dadas
condicoes iniciais.
Apds o caso acima, foi tratado o caso da equagao da onda em uma corda
finita de comprimento L preso nas extremidades, cujo problema é :

Uy = ClUyy, 0< <L, t>0,
u(0,t) = u(L,t) =0, (3)

No sistema acima, ¢(0) = ¢(L) = 0, ¥(0) = ¥(L) = 0, pois as extre-
midades estao presas. E que cuja solucao é uma superposicao do problema
com velocidade inicial nula (¢(x) = 0) e de problema com posi¢ao inicial
na posicao de equilibrio, mas com velocidade inicial diferente de zero. As
solucgoes dos dois problemas citados sao encontradas por meio do Método da
Separagao de Variaveis. A solugao de (3) é dada entao por

u(@,t) = Z Cy SID <?> cos (mzc ) + k,, sin (_m;m;> sin (mzc >;
m=1

onde

2 k . /mTx 2 L . /mTx
Con = z/0 ¢(z) sin <T)da:, kpp = —— () sin <T)d:c, m=1,2,...

mme Jo

A segunda parte deste trabalho foi iniciada com uma abordagem sucinta
sobre a equacao do transporte e da equagao da onda unidimensional. Foi
vista uma maneira diferente de obter a férmula de D’Alembert através das
solucoes da equacao do transporte homogénea e nao homogénea.




Como parte dessa abordagem breve sobre a equagao da onda unidimen-
sional, foi vista uma aplicacao da equacao de D’Alembert, o problema da
semirreta real positiva.

Além disso, foi estudada a existéncia da solucao da equagao no caso n-
dimensional. Tomen > 2, m > 2ecu € C™ (R"x [0, 00)) solu¢ao do problema
de valor inicial

{utt —Au=0, em R" x (0, 00) ()

u=¢, uy =1, em R" x {t =0}.

O problema (4) é o problema de Cauchy da onda n-dimensional.

Nesse estudo, os casos foram separados em quatro: a equagao da onda
tridimensional, bidimensional, em dimensoes impares e em dimensoes pares.
Primeiramente, a solucao do caso tridimensional foi encontrada pelo método
das médias esféricas e, utilizando o método da descida, foi encontrada a
solucao do caso bidimensional.

Foi visto que para n = 3, ou seja, supondo que u € C?*(R3 x [0,0))
resolve o problema de Cauchy (3), a solugdo do caso tridimensional é dada
por

)= £, Do) (7)ot + s, 6

onde x € R¥ e t > 0. Essa é a férmula de Kirchhoff para o PVI (4) com
n=.3J.

Dessa forma, para encontrar a solugao do caso bidimensional, considera-
se um problema auxiliar tridimensional com a terceira varidvel espacial nula
e utiliza-se a férmula (5) como ponto de partida. Usando a defini¢ao de
média na esfera e pela féormula da Coarea, é possivel simplifcar a expressao
obtida com a férmula (5) com a terceira variavel espacial nula e a solucao da
equacao da onda bidimensional é dada por

(e, t) = 1][ td(y) + t20(y) + tD(y) - (y — )
: 2 /Bt V= |y —z?

onde z € R?, ¢ > 0. Essa é a férmula de Poisson para o PVI (4) com n = 2.
De forma similar, é possivel obter a solugao para os casos em dimensoes
impares utilizando o método das médias esféricas, dada por

n—3
10 10\ 2
w(x,t) = —— - t”_Z][ dS)
(1) Tn Ot ((t 3t> ( 8B(x,t)¢ )
n—3
1 /10)\ 2
+— == tH][ wds),
Tn (t 8t> ( OB(,t)
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dy, (6)




onde n é impare~y, =1-3-5----- (n—2),VreR", Vt>0.
E também para os casos em dimensoes pares utilizando o método da
descida, dada por

ety =25 ((t at) (t ]{Bw \/mdy»

n—2
1 /10Y\
Y \ t O Bxt) /2 — |y — x|?
ondenéparevy,=2-4-----(n—2)-n,Vr € R", ¢t > 0.
Na sequencia, foi estudada a solugao para o caso nao homogéneo

{utt —Au=f, em R" x (0,00) (9)

u=0, u =0, em R" x {t =0}.

A solugao de (9) foi obtida através do principio de Duhamel. Dessa forma,
a solucao é dada por

u(x,t):/o u(z,t; s)ds, (10)

onde u é a solucao da equacao da onda homogénea e para y € R, 0 < s <t
dados, para um s fixo, u(x,t) = u(z,t;s) é solu¢do do mesmo PVI de (4),
mas com tempo inicial substituido por t = s.

Também foi visto que ha unicidade da solucao da equacao da onda, tanto
no caso unidimensional, quanto no caso n-dimensional, utilizando o método
de energia. Além disso, foram estudados os conceitos de dominio de de-
pendéncia em ambos 0s casos.

Bibliografia

BIANCONI, R. Séries de Fourier. Instituto de Matemaética e Estatistica,
USP. 2016. https://www.ime.usp.br/mat/2456/arquivos/Fourier.pdf.
Download em 17,/08/2020

EVANS, C. L. Partial Differential Equations. Graduate Studies in Mathe-
matics. v.19. l.ed. American Mathematical Society: 1998.

HOLETZ, M. S. Método de Fourier para a resolucao de Problemas
de Valores Inicial e de Fronteira para a Equacao do Calor. Trabalho

4


https://www.ime.usp.br/mat/2456/arquivos/Fourier.pdf

de conclusao de curso (Matamatica Habilitacdo em Licenciatura) - Centro

de Ciéncias Fisicas e Matematicas, Deparatamento de Matematica, Univer-
sidade Federal de Santa Catarina, Santa Catarina, p.102. 2001. https://
repositorio.ufsc.br/bitstream/handle/123456789/97166/Melissa_Samanta_
Holets.PDF?sequence=1. Download em 24/08/2020

LIMA, E. L. Analise Real volume 1. Fungoes de uma variavel. 8.ed.
Rio de Janeiro: IMPA, 2006.

MAGALHAES, P. M. D. A Equacio da Onda. http://professor.ufop.
br/sites/default/files/freud/files/edp-cap3.pdf. Download em 14/10/2020.

MAGALHAES, P. M. D. Introducio as Equacdes Diferenciais Par-
ciais. http://professor.ufop.br/sites/default/files/freud/files/
edp-capl.pdf. Download em 31/08/2020.

MASSA, E. T. Equagoes Diferenciais Parciais. Sao Paulo: USP. Ins-
tituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao, Departamento de Ma-
tematica, 2014. https://sites.icmc.usp.br/eugenio/edp/globedp.pdf.
Download em 31/08/2020.

ROQUE, A. Fisica II — Ondas, Fluidos e Termodinamica. USP — Aula
16 http://sisne.org/Disciplinas/Grad/Fisica2FisMed/aulal6.pdf. Down-
load em 05/10/2020.

SANTOS, F. J. Introdugao as Séries de Fourier. PUC Minas, 2004.
http://www.matematica.pucminas.br/profs/web_fabiano/calculo4/sf.
pdf. Download em 17/08/2020

VALLE M. E. Aula 26 Separacao de Variaveis e a Equagao da Onda.
MA311 - Calculo III: Departamento de Matematica Aplicada Instituto de
Matematica, Estatistica e Computagao Cientifica. Universidade Estadual de
Campinas. https://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/2016/MA311/
Aula26.pdf. Download em 19/10/2020.



https://repositorio.ufsc.br/bitstream/handle/123456789/97166/Melissa_Samanta_Holets.PDF?sequence=1
https://repositorio.ufsc.br/bitstream/handle/123456789/97166/Melissa_Samanta_Holets.PDF?sequence=1
https://repositorio.ufsc.br/bitstream/handle/123456789/97166/Melissa_Samanta_Holets.PDF?sequence=1
http://professor.ufop.br/sites/default/files/freud/files/edp-cap3.pdf
http://professor.ufop.br/sites/default/files/freud/files/edp-cap3.pdf
http://professor.ufop.br/sites/default/files/freud/files/edp-cap1.pdf
http://professor.ufop.br/sites/default/files/freud/files/edp-cap1.pdf
https://sites.icmc.usp.br/eugenio/edp/globedp.pdf
http://sisne.org/Disciplinas/Grad/Fisica2FisMed/aula16.pdf
http://www.matematica.pucminas.br/profs/web_fabiano/calculo4/sf.pdf
http://www.matematica.pucminas.br/profs/web_fabiano/calculo4/sf.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/2016/MA311/Aula26.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/2016/MA311/Aula26.pdf

	Bibliografia

