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INTRODUGAO:

Com o objetivo de introduzir o aluno ao
estudo de cosmologia, desenvolvemos um
projeto de iniciagdo cientifica onde estudamos
modelos cosmolégicos em duas dimensodes.
Modelos do espaco-tempo em duas
dimensdes funcionam como 'toy model' para
dimensdes maiores e, devido a simplificacdo
matematica das equagbes envolvidas, o
estudo de Modelos Cosmoldgicos
bidimensionais é de interesse para a
formulacdo de uma teoria de Gravitagédo-
Quantica em maiores dimensdes.

A gravitagdo em Duas Dimensdes n&o
€ dindmica devido a anulagcdo do tensor de
Einstein. Isto também se reflete no fato que a
acdo de Einstein-Hilbert em duas dimensodes
€ um invariante topolégico. Por isso a
dindmica deve ser reinserida partindo de
alteracdes da acgéo.

O projeto se foca nos modelos de
Jackiw-Teitelboim, cuja dinAmica é dada pela
adicdo de um campo escalar chamado campo
de Dilaton e no modelo de Horava-Lifshitz,
onde um escalonamento anisotrépico e a
guebra da simetria de Lorentz do espaco-
tempo é responsavel pela dinamica da
gravitacao.

Foi mostrado no artigo [1], pelo

orientador Jodo Paulo Pitelli Manoel, que os

modelos de Jackiw-Teitelboim e o de Horava-
Lifshitz dividem algumas caracteristicas em
comum, a proposta do projeto é estudar a

natureza dessa relacao.

METODOLOGIA:

Relatividade Geral Bidimensional:

A Gravitagcdo em 4 dimensdes €
derivada da agéo de Einstein Hilbert

S=[R/—gd*x,
cuja variacdo em termos da métrica resulta
nas Equacdes de Campo de Einstein (ECE)

R T
Rog =5 gap + AJap = %B

Entédo € definida a quantidade Ggp =
Rag —ggas, chamada de tensor de Einstein,

gue esta relacionada a curvatura do espaco-
tempo.

As ECE formam um conjunto de
equacdes diferenciais ndo lineares que
relacionam a métrica g,g € 0 tensor energia e
momento T,s. De forma qualitativa, nas
palavras de John Wheeler:

“Matter tells spacetime how to curve, and
spacetime tells matter how to move.” [2] (A
matéria diz para 0 espago-tempo como se
curvar, e 0 espago-tempo diz para a matéria
como se mover.).
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Imagens extraidas da referéncia [3], elas apresentam
0 espago-tempo como uma superficie bidimensional
que responde a presenca de matéria. Na imagem (a)
vemos como a trajetéria de um raio de luz
(representada pela seta preta) atravessa uma regiao
onde nao existe deformacao no espaco-tempo devido
a matéria e na imagem (b) o mesmo raio de luz
atravessa proximo a um objeto massivo.

Contudo, como comentado na
introdugé@o, em duas dimensfes as ECE néo
resultam em uma dindmica para a métrica.
Para ilustrar esse fato, vamos escolher um
sistema de coordenas tal que a métrica é
diagonal [4]

A 0
9ap = g B]'

Definindo
F=248 (241 28]y (B_B)2+6_AB_B _

a dx2  at? at dx dx

0AOB  (0A)2
B35+ (5) ]
Podemos calcular as guantidades

geométricas da ECE em termo de F e teremos

—F

2A%B?

R.___F A0
“f = 442210 B
Portanto G,z = Ryp — ggaﬁ = 0, o que implica
na equagao para a métrica

_Tap
Agaﬁ ==
Esta equacdo algébrica relaciona os
elementos da métrica com os elementos do
tensor energia-momento, porém nao descreve
um universo dinamico [5].

Modelo de JT

Modelos cosmoldgicos em maiores
dimensdes com simetria esférica podem ser
reduzidos ao caso de duas dimensfes a partir
de transformacoes conformes e
acrescentando um campo escalar chamado
campo de Dilaton [6].

O modelo cosmolégico de Jackiw-
Teitelboim (JT) € um modelo em duas
dimensdes com um campo de Dilaton e
descrito pela seguinte acao

S = [d*x /=g (n[R—A] + Ly).

A vantagem do modelo de JT é a
proximidade com o universo em que vivemos.
De fato, modelos com campo de Dilaton em
duas dimensfes mantem algumas estruturas
de 4 dimensdes, tal como solucao de buracos
negros e a radiagdo Hawking, como apontado
na referéncia [7].

Modelo de HL

O modelo de Horava-Lifshitz introduz a
dindmica em duas dimensfes através da
quebra de Simetria de Lorentz (SL) devido ao
seguinte reescalonamento anisotropico

t - b%t, x - bx.

Este reescalamento torna t em uma
coordenada singular e a teoria se torna néao-
invariante por difeomorfismos.

Devido a isso é necessaria a
decomposicdo espaco + tempo do
formalismo ADM, que decompde 0 espaco em
superficies de tempo constante.

A acdo no modelo HL é dada por
St = [ dtdx N(©)y/hy; (Lg — Ly),

onde N(t) é a funcdo lapso e h,; é a métrica
induzida na superficie, Li é a parte cinética da
acdo e depende da curvatura extrinseca,
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enquanto L, é a parte potencial da acéo e
depende da constante cosmoldgica.

Estudos em Gravidade-Quantica no
modelo de HL j& foram feitos e o modelo
mostrou diversos pontos atrativos, por
exemplo a cosmologia quantica € unicamente
determinada a partir das condicdes iniciais, o
gue pode ser visto na referéncia [8].

Aspectos da relagcdo HL-JT

O projeto considerou a métrica
homogénea e isotropica do universo
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FRW) preenchido com um fluido perfeito com
a equacdo estado p = wp. A métrica do
espago-tempo FRW é

ds? = —N(t)?dt? + a(t)?dx?.

Nessa situacéo a acdo de JT toma a
seguinte forma

S;r = — [(a + nAa + nYp a) d?x,
onde foi assumido [, nadt=0e N(t) = 1.

A matéria foi adicionada no modelo de
JT com um acoplamento ao campo de Dilaton,
0 acoplamento é chamado de minimo quando
y = 0 e conforme quandoy = 1.

A acdo do modelo de HL assume a
forma

Su, = J dtdx|(1 - DL+ 2aNA + anp).

e a matéria € adicionada a partir do
formalismo de Schutz [9], para fluidos
perfeitos no universo FRW. Nesse formalismo
a equacao para a pressao € a seguinte
wll1+%
p=_If
(1+w) "

_s
w-

onde S é a entropia especifica do fluido e u =
(d>+95'

Y ) € a entalpia especifica.

A variacéo dessas duas acoes retorna
EDO'’s ndo-lineares de segunda ordem para o
fator de escala de cada modelo.

A EDO do modelo de HL é escrita na
seguinte forma

R=A+p,

onde K:szA e ﬁ:=%p. A EDO obtida da

variagéo de S;; € semelhante a de HL
R=A+p.

Nas condicbes do universo FRW
estabelecidas, temos R = 2% e a densidade

de energia p é escrita em funcédo do fator de
escala a(t). Para o modelo de JT a densidade

de energia € p(t) :#, onde M é uma

constante de integracdo. J& no modelo de HL

a densidade de energia é p(t) = a(gzﬂ, onde

pr € uma constante que surge de uma
transformacdo candnica no formalismo
Hamiltoniano do modelo HL.

Os fatores de escala em cada modelo
obedecem a mesma EDO se feita as
seguintes transformacgfes no modelo de JT

w—1

RESULTADOS E DISCUSSAO:

As lagrangianas de HL e de JT
possuem termos cinéticos e termos
potenciais, onde a parte cinética depende da
derivada temporal de suas Vvariaveis
dindmicas e a parte potencial s6 depende das
variaveis dinamicas.

No caso do modelo de HL a parte

52
cinética é Ky, =(1—2) ;_a enquanto no
modelo de JT a parte cinética € K;r = —na.
Um aspecto do projeto foi relacionar as partes
potenciais de modelos cosmoldgicos
bidimensionais com partes cinéticas analogas
as dos modelos de HL e JT. De modo geral as
lagrangianas que queremos relacionar sdo da
forma
aZ

Ly = a—+ Vi(N, a),

L2 = &T]a + Vz(n, a)
onde a e @ sdo constantes que multiplicam a
parte cinética de cada lagrangiana.

Como resultado foi encontrada uma
relacdo entre as partes potenciais das
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lagrangianas para que o fator de escala
descreva a mesma evolucéo temporal

10V, 1 <6V1 avl)

ﬁan_ZOz

ON da

As partes potenciais das lagrangianas
dos modelos de JT e HL satisfazem essa
relacdo, o que explica o fato de termos a
mesma evolugdo temporal para o fator de
escala.

Devemos estudar o efeito de
difeomorfismos que alterem os fatores de
escala dos modelos de JT e HL, i.e.,

h(a;r(t)) = ay,(¢(1)).

Como discussao irei comparar uma
solucdo do modelo JT paraocasode A=0e
acoplamento conforme com as soluc¢des do
modelo HL com A = 0.

Caso A=0ew=0

A solucdo do modelo JT apresentada
na referéncia [10] para o acoplamento
conforme é

M
a]T(t) = th - b,

e a solucéo para o modelo de HL com A =
A=0¢é

ap,(t) = A+ Bt — 21 t2,

Portanto, como M — —1% basta uma

reescala da variavel t para transformar a
solucdo do fator de escala de HL na solucéo
emJT

ar(at+p) = —4(’;’:@ (at+p)?—b.
De fato, a solucdo do fator de escala
dos modelos é idéntica com a seguinte

substituicdo « - /21 —2), £ - _y2a-4 5
2

pr

e b- —%—A. Portanto os dois modelos
T

possuem muita semelhanca, de forma que
podemos estudar a evolugdo do universo no
modelo de HL a partir das solu¢des no modelo
de JT.

CONCLUSOES:

O projeto se dedicou a estudar a
relacdo entre dois modelos muito distintos. O
modelo de JT e o modelo de HL. Como
mencionando anteriormente o0os modelos
possuem lagrangianas distintas e a dinamica
gravitacional em 2-dimensbes é inserida nos
modelos com diferentes variaveis dinamicas.

Durante o projeto foi deduzida uma
relacdo entre as partes potenciais das
lagrangianas dos modelos para que os fatores
de escala dos dois modelos tenham a mesma
evolugéo temporal.

Como os modelos de JT e de HL
possuem versfes em maiores dimensdes, nos
perguntamos se nossos resultados pedem ser
generalizados para dimensGes maiores.
Pretendemos responder esta pergunta em um
trabalho futuro.

Com isso, concluo que o projeto
conseguiu atingir suas expectativas e, de fato,
serviu como introducdo a cosmologia. Além
disso, tendo em vista a natureza da relacdo
entre os modelos estudados, devemos
continuar os estudos para os desdobramentos

ja mencionados acima.
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