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1 Introducao

Processos estocasticos sao sequéncias de variaveis aleatorias indexadas pelo tempo e
representam o desenvolvimento de um processo aleatorio. Por sua prépria defini¢ao, tém
um grande poder de modelagem, com aplicacoes em varias areas, como Meteorologia, En-
genharias, Biologia e Ciéncias Sociais. Uma das principais classes de processos estocésticos
sao as cadeias de Markov, em que o desenvolvimento futuro do processo depende apenas
do momento atual. Este trabalho se concentra em estudar uma formulacao classica de

cadeias de Markov, o Passeio Aleatério Simples.

2 Passeio Aleatorio

Definicao 1. Considere X1, Xs,... uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes

e identicamente distribuidas, com distribuicao dada por



s

Defina So =0 €S, =1, X; paran > 1. A sequéncia de varidveis aleatdrias {Sy}n>0 €
um passeio aleatorio simples em Z, comecando em 0. O passeio aleatorio € chamado de
simples, pois o tamanho dos saltos se restringe ao conjunto {—1,+1}, ou seja, a particula
pode saltar somente para um dos dois pontos de Z vizinhos mais proximos de sua posi¢ao
atual. Se p = 1/2, entao dizemos que o passeio aleatdrio simples em 7. é simétrico.

Denotaremos pelo par (n,a) o passeio estar no ponto a no tempo n.

A probabilidade do passeio se encontrar no ponto b apds o n-ésimo passo é dada por:

emqueqg=1—pe ”T*b representa o nimero de passos a direita necessarios para completar

o caminho. Se este valor nao pertencer aos inteiros positivos menores ou iguais a n, entao

temos P(S, =b) = 0.

Teorema 2. (Principio da Reflexdo) Sejam Ny(a,b) o nimero de caminhos possiveis de
(0,a) até (n,b) e NX(a,b) o nimero de caminhos de (0,a) até (n,b) que incluem um ponto

(k,0), a,b > 0. Entao N%(a,b) = N,(—a,b).

Corolério 1 (Teorema da Eleicao). Se b > 0, o nimero de caminhos de (0,0) para (n,b)

que nao revisitam o eiro T é:
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A aplicacao classica deste resultado é a seguinte: Suponha que numa eleicao entre
dois candidatos, o candidato A tem « votos e o candidato B tem [, o > . Qual a
probabilidade de que, durante a contagem de votos, A sempre fique a frente de B? Supondo
um voto para o candidato A como um acréscimo de +1 e para B de —1, precisamos de um
caminho entre (0,0) a (a + 5, — #). O nimero total de caminhos é N,;5(0,a — ), e,

pelo resultado anterior, temos %Naw(o, a — () caminhos que nao cruzam o eixo z. Dai,



supondo que cada contagem de votos é igualmente provavel, concluimos:

a—f3
a+p’

P(Candidato A sempre a frente) =

O leitor interessado nos passeios aleatorios pode consultar as secoes 3.9 e 3.10 de

Grimmett e Stirzaker (2001) e o capitulo 3 de Schinazi (2014) para mais detalhes.

3 Funcgoes Geradoras de Probabilidade

Esta segao foi baseada no capitulo 5.3 de Grimmett e Stirzaker (2001), que conta com
mais resultados elementares de funcoes geradoras e demonstragoes para os teoremas aqui

apresentados.

Definicao 3. A funcdo geradora de probabilidade(FGP) de uma varidvel aleatoria X é
definida por:

Gx(s) =E(s") = Z s'P(X =)

Se X toma valores inteiros nao negativos Gx converge pelo menos para |s| < 1. Além

disso:

Gx(1) := £1}Ii Gx(s)=1.

Teorema 4. Se a varidvel aleatoria X tem FGP G, entado:
a) E(X)=G'(1).
b)E(X(X —1)...(X —k+1)) =GW(1).

As Funcoes Geradoras de Probabilidades permitem construir uma prova simples e
elegante para a transitoriedade e recorréncia do Passeio Aleatério em Z. Seja {S, }n>0
um passeio aleatério simples em Z, comegando na origem. Sejam py(n) = P(S, = 0) a

probabilidade de se estar na origem apds n passos, e fo(n) = P(S; #0,...,5,.1 #0,5, =

3



0) a probabilidade de o primeiro retorno a origem ocorrer apds n passos. Denotamos as

Funcoes geradoras dessas sequéncias, respectivamente, por:

Py(s) = Zpo(n)sn,

Fo(s) =Y _ fo(n)s™

Observamos que Fy(s) é a FGP do tempo aleatério Ty para a particula fazer seu
primeiro retorno & origem, isto é, Fy(s) = E(s™). Porém, T pode ser uma varidvel
aleatéria defectiva, ou seja, pode assumir o valor infinito com probabilidade maior que 0.
Nesse caso, temos:

Fo(l) = P(TO < OO) < 1.

Teorema 5. Temos que:
a) Po(s) =1+ Py(s)Fo(s).
b)Py(s) = (1 — 4pgs®) 2.
¢)Fo(s) = 1 — (1 — 4pgs?)=.

Corolario 2. a) A probabilidade da particula retornar para a origem é:
Zfo(”) =Fp(1)=1—p—gql|
n=1

Sep=q=2, oretorno a origem € quase certo, e o processo é chamado de recorrente.
27 )

Se p # %, entao ha probabilidade positiva de que a particula nunca retorne a origem, e

dizemos que o processo € transitorio.

b) Se o processo € recorrente, o tempo esperado para o primeiro retorno é:

o0

E(Ty) =Y nfo(n) = Fj(1) = oc.

n=1
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