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Introdução

Seja G um grafo simples, com conjuntos V (G) e E(G) de vértices e arestas, respecti-

vamente. O grau de um vértice v é denotado por d(v) e se d(v) = k para todo v ∈ V (G),

G é dito k-regular. Se um subgrafo H de G possui d(v) ≡ 0 (mod 2) para todo v ∈ V (H),

dizemos que H é um subgrafo par de G. Um caminho P em G é uma sequência alternada

v0e0v1e1 . . . el−1vl de vértices e arestas, em que: vi ∈ V (G) para 0 ≤ i ≤ l; ei ∈ E(G),

ei = vivi+1 para 0 ≤ i ≤ l − 1; e vi 6= vj, ei 6= ej para todo i 6= j. Chamamos v0 e vl de

vértices inicial e �nal e P é um caminho entre v0 e vl. Se existe a aresta vlv0, P ∪ {vlv0}
é um ciclo. Um ciclo que inclui todos vértices de G é chamado de ciclo hamiltoniano. Um

grafo G é dito conexo se existe um caminho entre qualquer par de vértices de V (G), e as

componentes conexas de G são os subgrafos maximais com relação a essa propriedade. O

grafo G − e com V (G − e) = V (G) e E(G − e) = E(G) \ {e} é obtido pela remoção da

aresta e de G. Uma aresta e ∈ E(G) cuja remoção resulta em um grafo com um número

de componentes conexas maior que G é chamada de aresta de corte.

Uma decomposição de G é um conjunto de subgrafos não vazios de G que particiona

suas arestas. Uma cobertura de G é uma família G de subgrafos de G que cobre seu conjunto

de arestas, isto é, ∪H∈GE(H) = E(G). Uma aresta e ∈ E(G) é coberta k vezes se aparece

em exatamente k subgrafos de G. Se todas arestas do grafo são cobertas k vezes, G é uma

k-cobertura. Uma 2-cobertura é mais comumente chamada de cobertura dupla. Quando

cada membro da família é um ciclo, G é dita uma cobertura por ciclos.

No estudo de coberturas, o desa�o é determinar quais grafos as admitem com determi-

nadas características. Em especial, decidir se um grafo admite uma cobertura dupla por
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ciclos é um problema clássico em Teoria dos Grafos, que intersecta diversos outros pro-

blemas e vem sendo estudado por muitos pesquisadores [7]. Esse problema, apresentado

na Conjetura 1, foi proposto por G. Szekeres [9] em 1973 e, independentemente, por P.

Seymour [8] em 1979.

Conjetura 1 (Conjetura da Cobertura Dupla por Ciclos (CCDC)). Todo grafo sem arestas

de corte admite uma cobertura dupla por subgrafos pares.

Apesar de publicada pela primeria vez na década de 70, não se sabe ao certo quem foi

o primeiro a estabelecer o problema. Em 1987, W. Tutte [10] escreveu, em uma carta para

H. Fleischner, que a conjetura já fora estabelecida em discussões matemáticas bem antes

de aparecer em uma publicação o�cial, tornando difícil encontrar a origem da conjetura.

Tanto pelo seu interesse teórico intríseco quanto pelas implicações em outros problemas,

a CCDC tem atraído a atenção de muitos pesquisidores e gerado resultados signi�cativos

na literatura. Em 1979, Seymour [8] mostrou que um contraexemplo minimal para a

conjetura é um grafo 3-regular. Em 1993, B. Alspach e C.-Q. Zhang [2, 1] veri�caram a

conjetura para grafos que não contém uma subdivisão do Grafo de Petersen. Além dos

avanços obtidos na CCDC, muitas variantes da conjetura também foram propostas. Em

1984, Celmins [6] formulou uma versão mais forte da CCDC, conjeturando que todo grafo

sem arestas de corte admite uma cobertura dupla por até cinco subgrafos pares. Uma outra

variante famosa do problema, proposta em 1990 por A. Bondy [5], restringe o número de

ciclos com base na quantidade de vértices do grafo, e está enunciada a seguir.

Conjetura 2 (Conjetura da Cobertura Dupla Por Ciclos Pequena (CCDCP)). Todo grafo

G sem arestas de corte admite uma cobertura dupla por ciclos com no máximo |V (G)| − 1

ciclos.

Neste trabalho, estudamos a Conjetura 2. Inicialmente, ela foi veri�cada para as po-

tências de ciclos. Em seguida, ampliamos o escopo e a abordamos para outras subclasses

dos grafos circulantes.

Resultados

Seja Kn um grafo completo com V (Kn) = {v0, v1, . . . , vn−1} e E(Kn) = {vivj : 0 ≤
i ≤ n − 1, vi 6= vj}. O alcance r(vivj) de uma aresta vivj é de�nido como r(vivj) =

min{(vi−vj) (mod n), (vj−vi) (mod n)}. De�nimos como Er ⊆ E(Kn) o conjunto de todas

as arestas de alcance r. Um grafo circulante G = Cn(r1, r2, . . . , rk) com n vértices possui

R = {r1, r2, . . . , rk} como seu conjunto de alcances, com 1 ≤ r1 < r2 < · · · < rk < n/2,

de forma que E(G) = {Er : r ∈ R}. Note que, para cada vértice vi e para cada

alcance r, existem duas arestas de alcance r incidindo em vi. Logo, todo vértice v possui
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Figura 1: Exemplos de grafos circulantes.

d(v) = 2|R|. Uma potência de ciclos Ck
n é o caso particular de grafo circulante para o qual

R = {1, 2, . . . , k}.
Seja G = Cn(r1, r2, . . . , rk) um grafo circulante com k ≡ 0 (mod 2). Se é possível

particionar R de maneira que cada parte possua dois elementos e para toda parte {ri, rj},
gcd(n, ri, rj) = 1, então G é dito grafo circulante alcance-pareável.

Em 1990, no mesmo artigo em que propôs a CCDCP [5], Bondy a veri�cou para algumas

classes básicas de grafos, dentre elas os grafos completos Kn. Note que quando k é ímpar

e k = n−1
2
, Ck

n
∼= Kn. Outro resultado importante para este trabalho foi obtido por J.

Bermond et Al. [3], em 1989. Uma versão mais restrita do resultado publicado, que serve

aos propósitos deste trabalho, está expressa no Lema 3.

Lema 3. Todo grafo circulante conexo 4-regular pode ser decomposto em dois ciclos ha-

miltonianos.

Além do Lema 3, utilizamos também um resultado conhecido com relação à conexidade

em grafos circulantes, obtido por F. Boesch [4] em 1984. O resultado está enunciado no

Lema 4.

Lema 4. O grafo Cn(r1, . . . , rk) é conexo se e somente se gcd(r1, . . . , rk, n) = 1.

Este trabalho de pesquisa foi desenvolvido em parceria com dois outros estudantes de

Iniciação Cientí�ca do PIBIC: L. M. Tateishi e J. Vianini. Os Teoremas 5 e 6 sintetizam

os resultados obtidos e estão apresentados no restante desta seção. É importante ressaltar

que, embora a demonstração exibida no Teorema 5 tenha sido feita independentemente, o

resultado do teorema já havia sido publicado por Bermond et Al. [3]

Teorema 5. Toda potência de ciclos admite uma cobertura dupla por ciclos pequena.

Demonstração. Seja G = Ck
n uma potência de ciclos. Podemos supor k < bn−1

2
c, dado que

o resultado segue para os grafos completos. Suponha, inicialmente, k ≡ 0 (mod 2). Seja

F = {G1, . . . , Gk/2} uma decomposição de G tal que cada Gi
∼= Cn(2i−1, 2i), 1 ≤ i ≤ k/2.

Logo, cada Gi é um grafo circulante 4-regular. Note que gcd(2i−1, 2i, n) = 1. Pelo Lema 4,
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Gi é conexo. Dessa forma, pelo Lema 3, concluímos que Gi possui uma decomposição em

dois ciclos hamiltonianos H1
i , H

2
i . Como Gi ⊆ G, então H1

i , H
2
i ⊆ G. Concluímos que

H = {H1
i , H

2
i : 1 ≤ i ≤ k/2} é uma decomposição de G com exatamente k ciclos.

Duplicando cada elemento de H, obtemos uma cobertura dupla por ciclos de G, com 2k

ciclos. Como k ≤ bn−2
2
c, então essa cobertura veri�ca a CCDCP.

Suponha, então, k ≡ 1 (mod 2). Inicialmente, note que Cn(1) é isomorfo a um ciclo

hamiltoniano H. Considere G′ = Cn(2, . . . , k). Usando um raciocínio similar ao do caso

anterior, construímos F = {G1, . . . , G k−1
2
} em que cada Gi

∼= Cn(2i, 2i + 1), 1 ≤ i ≤ k−1
2
,

e obtemos uma decomposição H′ com exatamente k − 1 ciclos para G′. Concluímos que

H′ ∪ {H} é uma decomposição para G com exatamente k ciclos e o resultado segue.

Teorema 6. Seja G = Cn(r1, r2, . . . , rk) um grafo circulante. Então,

(i) Se k ≡ 0 (mod 2) e o grafo é alcance-pareável, então G admite uma cobertura dupla

por ciclos pequena.

(ii) Se k ≡ 1 (mod 2) e, quando |R| ≥ 2, existe um alcance r ∈ R tal que se as arestas

Er forem removidas de G, o resultado é um grafo alcance-pareável, então G admite

uma cobertura dupla por ciclos pequena sempre que k ≤ 5.

Esboço de demonstração. Seja G = Cn(r1, r2, . . . , rk) um grafo circulante. Suponha k ≡
0 (mod 2) e que o grafo seja alcance-pareável. Então, existe uma partiçãoA = {R1, . . . , Rk}
de R tal que para todo Ri = {ri1 , ri2} ∈ A, |Ri| = 2 e gcd(n, ri1 , ri2) = 1. Seja F =

{G1, . . . , Gk/2} uma decomposição de G tal que cada Gi
∼= Cn(ri1 , ri2). Seguindo a ideia

da prova do Teorema 5, construímos uma cobertura dupla por 2k ciclos do grafo. Como

k < n/2, 2k ≤ n− 1 e o resultado segue.

Suponha, então, k ≡ 1 (mod 2). Se k = 1, seja r o alcance de R. Existe uma

decomposição de G com gcd(n, r) ciclos. Como gcd(n, r) ≤ r ≤ n−1
2
, o resultado segue.

Suponha k = 3 e que a remoção de todas as arestas correspondentes a um certo alcance

de G resulte em um grafo alcance-pareável. Suponha, inicialmente, k = 3. Seja l tal

que a remoção das arestas El gere um circulante alcance-pareável. Repetindo o método

de construção aplicado no caso anterior, e somando gcd(n, l) ciclos � referentes a El �,

obtemos uma decomposição do grafo original com k − 1+ gcd(n, l) ciclos. Queremos que

esse valor seja menor que (n − 1)/2 para que a cobertura dupla gerada a partir dessa

decomposição seja pequena. Considerando k = 3, concluímos que, quando gcd(n, l) ≤ n−5
2
,

o resultado segue. Suponhamos, então, gcd(n, l) > n−5
2
. Por de�nição de máximo divisor

comum, l > n−5
2
. Sabemos também que l < n/2, relação que se aplica a todos alcances de

R. Como l ∈ Z, l ∈ {n−4
2
, n−3

2
, n−2

2
, n−1

2
}. A prova procede pela análise exaustiva de cada

elemento inteiro desse conjunto. Para cada valor possível de l, ou obtemos uma contradição
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� o que signi�ca que a suposição de que gcd(n, l) > n−5
2

não ocorre para o caso e, portanto,

o resultado segue �, ou obtemos um grafo circulante para o qual conseguimos exibir uma

cobertura dupla por ciclos pequena. O raciocínio para o caso em que k = 5 é análogo.

Neste trabalho, estudamos a CCDCP nas potências de ciclos e em alguns outros casos

de grafos circulantes. Desenvolvemos um método para encontrar uma cobertura por meio

de decomposições em ciclos hamiltonianos. A nossa estratégia veri�ca a conjetura para

todas as potências de ciclos e algumas outras subclasses de grafos circulantes. Além dos

resultados do Teorema 6, conhecemos outros grafos circulantes para os quais a técnica

produz uma cobertura dupla por ciclos pequena. Entretanto, existem casos para os quais

o método não funciona tão bem, evidenciando as limitações da abordagem. Um exemplo

de grafo que veri�ca a CCDCP e para o qual a ideia não funciona é G = C210({6k : 0 <

k < 18} ∪ {1, 70, 75, 76}). A nossa técnica constrói uma cobertura dupla com 212 ciclos,

sendo que uma pequena pode ter no máximo 209 ciclos. Dessa forma, uma continuidade

interessante para a pesquisa aqui desenvolvida é investigar a natureza dos contraexemplos

para a nossa estratégia com o objetivo de melhor caracterizá-los.
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