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Resumo: o coeficiente de Gini é um indice de dispersao relativa amplamente uti-
lizado para medir desigualdade de renda e patrimonial. Segundo Gastwirth, “a
cauda superior da distribuicao de renda é geralmente aproximada pela distribuicao
de Pareto”! (2016, pdg. 4, tradugdo nossa). Apesar das limitagdes do método e
da critica de alguns autores, “[...] tornou-se geralmente aceito, principalmente com
base em evidéncias empiricas e nao em qualquer fundamento tedérico, que a maioria
das distribuigoes de renda realmente exibia o comportamento da cauda de Pareto”
2 (Arnold, 2014, pag. 1, tradugao nossa). Tendo em vista a ampla utilizacdo desta
distribuigao para o estudo da distribuigao de renda, este trabalho visa estudar se a
distribuicao de Pareto é capaz de aproximar bem toda a distribuicao; além disso,
pretende-se estudar as propriedades da distribuicao, verificando se o valor do co-
eficiente do Gini é bem predito, além de se considerar o indice de Palma, medida
de desigualdade em ascensao hoje.

Palavras chave: Desigualdade; Gini; Econometria.

1 Introducao

Dizemos que uma varidvel aleatoria X segue uma distribuicao de Pareto com
pardmetros (o, m) se a sua fungao densidade de probabilidade (fdp) é dada por:

am®

flz) = Wj[m,oo)(x) (1)

Perceba que o suporte da distribuicao depende de m: X assume valores inferi-
ores a m com probabilidade nula.

Sejam G e L, respectivamente, o indice de Gini e a curva de Lorenz de uma
variavel aleatéria. Possivelmente, um dos resultados mais importates para este
trabalho é o fato de que o valor destes indicadores associado a uma distribuicao de
Pareto depende apenas de a, isto é, eles nao dependem de m:

1
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G(X) = (2)

Lp)=1-(1-p)'~= (3)

Embora isto nao elimine a importancia de se conhecer m e, portanto, conhecer
toda a distribuigao, isto traz a vantagem de que, para a finalidade de analisar ex-
clusivamente as medidas cléssicas de desigualdade, basta estimar um parametro.
Também é possivel demonstrar que o indice de Palma, outro indicador de desigual-
dade economica, também depende apenas de a.

Esta Secao explorarad a questao de como estimar « a partir de dados agregados.

1.1 Estimacao de «

Sabemos (Rytgaard, 1990) que o estimador de méxima verossimilhanca para a é
dado por:

N n
o = o

Yo In( X5 /ming(x;)) (4)

I»The upper tail of the income distribution is often approximated by a Pareto distribution
”

27[..] it became, chiefly on the basis of empirical evidencerather than on any theoretical
grounds, generally accepted that most income distributions did indeedexhibit Paretian tail beha-
vior”



No entanto, na maioria das situagdes com o qual nos deparamos dentro desta
drea, nao temos acesso a toda amostra (z1,xa,...,x,) de rendas individuais ou a
uma estatistica suficiente para a, o que torna necessario construir novos estimadores
que sejam fungoes das quantidades presentes nos bancos de dados.

Exceto caso especificado em contrario, este resumo trabalhard apenas com
exemplos usando decis; no entanto, os procedimentos com outros niimeros de quan-
tis sdo andlogos. Sejam py, pa, ..., p1o as proporcoes de renda em cada decil® - isto
é, 0 < p;, <1paratodos =1,2,..,10 e Z}il p; = 1. No decorrer da iniciacao
cientifica, foi criado o seguinte estimador para «:

1
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Seja Q(P) o quantil P, para 0 < P < 1. Foi deduzido que:

(5)

AP = —5r (6)

Também foi deduzido que a proporgao de renda entre os quantis Q(P) e Q(P?)

[©N

(1-P)% —(1-P)=% (7)

Assim, uma vez que estimamos «, podemos estimar p1, po, ..., p1o pelo principio

plug-in e, deste modo, podemos comparar os quantis ”empiricos” com os quantis
estimados, o que permite mostrar a efetividade do método proposto.

O estimador A foi construido sobre a ideia de que, se uma populagao segue uma

distribuicao de Pareto («, m), entdo a proporgao de renda entre Q(0.9) e Q(1) é

a—1

igual a (0.1) &, 0 que permite encontrar o valor & que satisfaz (0.1) = p1g. Por
analogo argumento, é possivel construir um estimador a partir dos 10% inferiores
ao invés dos 10% superiores:

& —
&
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T1- logo.o(1 — p1) (®)

Aigner e Goldberger (1970) apresentam diversos métodos para estimar « a par-
tir do uso de dados agregados. Nos concentraremos especificamente no estimador
de maxima verossimilhanga, pois ele apresenta - junto com o estimador de minimos
quadrados generalizados - a menor varidncia assintética (Aigner e Goldberger, 1970,
pag. 721).

O estimador de maxima verossimilhanca para dados agregados (a;) é dado pela
solucao da equagao:

Ay

—a

Tol pma g pags
t+1%¢41 t Ty
{th x —n = fixy =0, (9)
t=0

—a
Ty — Ty

onde g =1 < 21 < 23 < ... < Tp41 = 00 sa0 os quantis, f; é a proporgao de
pessoas no i-ésimo intervalo e z; = In(z;). O valor de a deve ser obtido numerica-
mente.

Uma limitacao importante é o fato de que a expressao para encontrar o estima-
dor a; assume que zg = 1, o que, em outras palavras, implica m = 1. Portanto, o
método nao pode ser aplicado para outros valores de m, exceto caso ele passe por
alguma modificagao que nao foi encontrada na literatura ou descoberta durante o
projeto.

3Informalmente, a defini¢do correta de quantil é uma ” Linha diviséria” com certas propriedades;
como abuso de linguagem, este termo serd usado para se referir a todo o ”conteiido” entre as
”Linhas divisérias”, isto é, todas as observagoes entre um decil e o decil subsequente.



Tabela 1: Estimadores
Quantidade Al A2 al

1° quartil 1.953 1.967 1.969
Mediana 2.021 2.010 2.001
3° quartil 2.088 2.051 2.033
Média 2.016 2.005 2.001

1.2 Simulagao: desempenho dos estimadores

Seja X uma varidvel aleatéria de Pareto com pardmetros (o = 2,m = 1). Foram
feitas 10000 simuagoes para o estimador proposto no relatério anterior (A) e para
o estimador de mdxima verossimilhanga para dados agregados (a;), todos com uma
amostra n = 2000.

O estimador A apresentou desvio padrao 0.1109471 e vicio 0.016; o estimador
As apresentou desvio padrao 0.06980441 e vicio 0.005; o estimador A apresentou
desvio padrao 0.04766818 e vicio 0.001. Os quartis e a média dos estimadores
podem ser vistos na Tabela 1.

Figura 1: Distribui¢ao do estimador A para a = 2,m = 1,n = 2000.
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O estimador de méaxima verossimilhanga para dados agregados apresentou me-
nos desvio padrao e menor viés do que os outros dois estimadores. Por outro lado,
uma possivel vantagem do método proposto é a existéncia de uma solugao analitica
para &.
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Figura 2: Distribuigdo do estimador As para o = 2,m = 1,n = 2000.
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Figura 3: Distribuicao do estimador a; para a« = 2, m = 1,n = 2000.
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