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1 Introducao e motivacao

Em um sistema de equacoes diferenciais, o “esbo¢o” do retrato de fase é o que chamamos
de comportamento qualitativo, ou seja, ignorando os ntimeros e “angulos” envolvidos, o
retrato de fase serd este. Isto é o que acontece por exemplo com qualquer sistema linear 2 x 2
cuja matriz dos coeficientes tenha um autovalor positivo e outro negativo: serao sempre
como a figura abaixo, a menos de rotagoes, escalas e mudancas de direcao dos vetores.
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Uma vez que o retrato de fase de um sistema é caracterizado pelos autovalores e autovetores
da matriz dos coeficientes, é feita uma classificacao completa baseada nisto.

2 Objetivos

Numa tentativa de se introduzir ao estudo de sistemas dinamicos busca-se neste projeto
de iniciagao cientifica estudar a estabilidade estrutural de sistemas lineares e lineares por
partes de equacoes diferenciais.

A fim de se estabelecer uma conexao clara e concreta entre o estudo de equagoes diferenciais
e a algebra linear, foram estudados, a priori, alguns conceitos e resultados relacionados a
Forma de Jordan de um operador linear.



Estabelecidas estas conexoes, podemos determinar as solugoes gerais de sistemas bidimen-
sionais simples. Para esse estudo, também foram desenvolvidos os retratos de fase de cada
caso particular no software Mathematica.

2.1 Sistemas bidimensionais simples

Depois de enunciar o teorema de existéncia e unicidade de soluc¢oes de equagcoes diferenciais,
bem como da exponencial matricial como solucao de sistemas lineares com coeficientes
constantes, nos limitamos ao caso de sistema 2 X 2 para estudar o comportamento dos
retratos de fase.

Dois resultados importantes para este estudo relacionam os autovalores e autovetores da
matriz dos coeficientes A e as solugoes do sistema, ou seja, eles permitem escrever as solugoes
gerais em termos de autovalores e autovetores.

Lema 2.1. Seja A wma matriz complexa (respectivamente, real). Se X\ é um autovalor
complexo (respectivamente, autovalor real) de A e v é um autovetor associado a X\, entdo
o(t) = eMv € uma solugdo da equagio complexa (respectivamente, real) ' = Ax.

Proposicao 2.1. Se a matriz compleza (respectivamente, real) A de ordem n tem autova-
lores complezos (respectivamente, autovalores reais) A1, g, - -+ , A € autovetores associados
V1,Va, -+, Vn, entdo a matriz V(t), cuja i-ésima coluna, i = 1,--- ,n, € p;(t) = viett é
uma matriz fundamental de ©’' = Ax. Em particular, tém-se que

et =V (t)V(0)

Finalmente, podemos considerar sistemas da forma:

/
Ty = a1171 + 122
{ ! aij € R

!/
Ty = G217 + Q929

em que A é uma matriz real ou complexa, Vamos considerar também que a1a90 —ai2a91 # 0,
ou seja, temos equacoes lineares homogéneas da forma

7 = Azx onde A= {an al?] e det A#0
Qa21 Q12

entdo podemos associd-las a campos vetoriais lineares em R2.



Para conhecermos a forma das trajetérias, devemos estudar o polinomio caracteristico de
A que obtemos fazendo det(\ — A):

pa(A) = A —tr(A)\ + det(A)

portanto, os autovalores sao

tr(A) £ \/tr(A)? — 4det(A)
2
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e vamos distinguir aqui os trés casos:

1. Os autovalores Aj, Ay de A sdo reais e distintos. Necessariamente Aj, Ay # 0.

2. Os autovalores A\;, \» de A sdo complexos conjugados: \; = a+if, o = A\ = a—if

com (3 # 0.

3. Os autovalores Ai, Ay de A sdo reais e iguais: \; = Ay = X # 0.

Por exemplo considerando o primeiro caso, temos a seguinte anélise:

Caso 1: Uma vez que vy, vy sao autovetores associados a Aq, Ay, podemos aplicar a pro-
posicao 2.1 que garante também que toda solucao de =’ = Ax pode ser escrita como

A A

o(t) = cre™vy + ce vy

Aqui podemos distinguir ainda 4 casos:

e )\ < Ay <0-né atrator (ou ralo, sink)
e \; > )\ >0 - né repulsor (ou instavel, fonte, source)
e )y >0> )\ -sela

° /\1:0,/\2>00U./\1:0,/\2<0

Considerando o primeiro ( A\; < Ay < 0), temos que trajetéria tende a zero quando
t — +00; exceto a origem que permanece fixa e, similarmente, toda trajetéria tende
a oo quando t — —o0.

Veja que se tivermos cs # 0 e ¢; = 0, as trajetorias sdo as semirretas de Es, pois
apenas vy sera parte da solugao, e tendem a origem quando t — oo.

Agora supondo que ¢; # 0 e considerando a curva t — (z1(t), 22(t)) = (c1eM?, cpe?2t)
temos

dx dx,
— =2 = Ny — = Nyt
7t 2C2 7 1€1

de onde vem pela regra da cadeia
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e temos:
dxs . dxo 400  se i—f >0
] —oc0 se 2 <

uma vez que Ay — Ay < 0. Isto significa que a reta tangente a trajetéria tende a reta
FE, quando t — +o00. Para este caso, temos um retrato de fase da forma

Né atrator

R N A
t 117 r ¥

XI] = -X1
L XA = -2 x
Autovalores : A1 = -2, Az =-1
Autovetores : vy = (0, 1), wvz= (1, 0)

3 Conclusoes

Estabelecida uma base sélida para estudos futuros, o estudo de teoremas importantes de
estabilidade em sistemas lineares, com base em [5] e [4] tornou-se possivel, sempre regis-
trando todos os resultados e avangos nas notas de aula online que serao aproveitadas pela
aluna em sua vida académica.

Um dos resultados mais importantes (de [4]) relaciona um operador e seus autovalores, e
pode ser enunciado como

Proposicao 3.1. Os autovalores de um operador T € L(R™) dependem continuamente de
T.

Com este resultado central e outros que se seguem, a conclusao geral é de que um campo
linear é estruturalmente estavel no espago dos campos lineares se, e sé se, € hiperbdlico,
isto é, se os autovalores de T" nao tem parte real nula.

Do trabalho ja realizado foi possivel estabelecer relacoes multidisciplinares interessantes e
ter uma boa perspectiva dos resultados necessarios para o estudo de estabilidade. Além
da proximidade com os conteidos, todos os retratos de fase utilizados foram realizados no
software de dlgebra computacional Mathematica, contribuindo para o dominio e integragao
de tecnologias aos estudos.
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