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0.1 Introducao

A anélise computacional de estruturas lineares ¢ um método poderoso para avaliar o
comportamento de estruturas complexas. Porém a formulagao linear tem suas limitagoes.
Na formulacao de vigas essas limitagoes podem ser de natureza geométrica e/ou material.
Quando as cargas aplicadas na viga sao grandes a relacao linear entre tensao e deformagao
deixa de ser valida, ja que a viga comeca a apresentar forcas internas que resistem a
deformagao, quanto maior a carga maiores sao essas forgas (Reddy, 2014). Isso significa
que a andlise nao-linear ira resultar em uma viga mais rigida e permitira cargas maiores,
uma vez que a andlise nao-linear representa mais fielmente o comportamento da viga. A
teoria classica de viga Euler-Bernoulli nao inclui os efeitos de deformacao cisalhante, para
vigas espessas a tensao cisalhante ndo pode ser negligenciada (Shames e Dym, 2013).
Para generalizar a formulacao de viga a teoria de viga de Timoshenko foi usada, em geral
a tensao cisalhante passa a ser relevante se a razao comprimento/espessura da viga for
menor do que 25 (Reddy, 2014). Levar em conta a nao-linearidade geométrica e utilizar
a teoria de Timoshenko permitem uma modelagem mais realista das vigas. Porém,
a analise nao-linear e a inclusdo da deformacao cisalhante podem introduzir problemas
numéricos conhecidos como efeitos de travamento. Os efeitos de travamento presentes sao
travamento de membrana e ao cisalhamento. Integracao reduzida é um método comum
de evitar esses problemas numéricos e sera utilizada para essa formulacao. Vigas de
Timoshenko nos permitem investigar o comportamento de alguns materiais gradualmente
funcionais. Esses materiais sao multi funcionais e fabricados sobre medida, com diversas
aplicagoes como na industria aeroespacial (Mortsen e Suresh, 1998).

0.2 Teoria

O elemento finito nao-linear de Timoshenko utilizado nesta pesquisa é baseado na for-
mulagao apresentada por Reddy (2014), que leva em consideracao pequenas deformagoes
e pequenas/moderadas rotagoes. A nao-linearidade geométrica do problema é causada
pela inclusao de termos do quadrado da rotacao, enquanto sao desconsiderados os termos



quadrados de alongamento no plano, conhecida como nao-linearidade de von Kdrmdn.
Também ¢é assumido em vista das pequenas deformacoes, que nao é necessaria distingao
entre coordenadas do sistema deformado e indeformado.

A teoria classica de viga de Euler Benoulli afirma que uma secgao plana perpendicular
ao eixo principal da viga no estado indeformado permanece plana e normal ao eixo
conforme a viga é flexionada pelo carregamento (Shames e Dym, 2013). Isso é equivalente
a negligenciar o efeito de Poisson e as deformagoes transversais e de cisalhamento. A
teoria de viga de Timoshenko utiliza suposi¢oes similares, porém uma secgao plana nao
é mais necessariamente perpendicular ao eixo principal, isso permite o aparecimento de
deformagdes cisalhantes na viga. A Figura (1) representa a Cinemadtica da teoria de viga
de Timoshenko. Através do principio dos deslocamentos virtuais podemos desenvolver

Figura 1: Cinemadtica de uma viga pela teoria de viga de Timoshenko (Reddy, 2014).

a forma fraca do problema e a partir da aproximagao dos deslocamentos (u,w) axial e
transversal e da rotagdo do plano transversal em torno do eixo y (¢) na forma:
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onde ¢ (z)(a = 1,2,3) sao fungdes de interpolagao de Lagrange, é possivel escrever as
equagoes do elemento finito na forma:
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Vale ressaltar aqui que a nao-linearidade geométrica e a composigao gradualmente fun-
cional do material causam um acoplamento entre o deslocamento axial e o deslocamento
transversal e rotagao da viga. Isso faz com que forgas internas que resistam a deformagao
sejam formadas, tornando a viga mais rigida, do que em uma anélise linear. Além disso
como o problema é nao-linear a matriz de rigidez K fica em fungao do vetor deslocamento
U, dessa forma é necessério a aplicagao de um método iterativo de solucao de equacgoes
nao-lineares. Para essa pesquisa foi utilizado o procedimento de iteracao de Newton.

Nessa pesquisa foram utilizados dois tipos de materiais gradualmente funcionais. O
primeiro é dado pela Eq. (3), que descreve uma viga em que 100% de sua superficie



superior é composta pelo material 1 e 100% de sua superficie inferior é composta pelo

material 2.
1 z

E(z,2) = [Ei(z) — Ea(x)] ( + )n + By(z)

5t g (3)

onde Ej(x) e Ey(x) sao os médulos de elasticidade dos materiais a serem combinados, H
é a espessura da viga e n € o indice que controla a lei de poténcia da distribuicao dos dois
materiais, na Figura (2a) é possivel observar como esse indice influéncia a composigao
da viga.

O segundo
diminui ou

material utilizado é dado pela Eq. (4) que descreve uma viga cuja rigidez
aumenta , exponencialmente, ao longo de sua espessura.
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Figura 2: (a) Fracao volumétrica de material 1 em funcao do indice n; (b) Razdo do médulo de
elasticidade em funcao do indice «.

E(Z) _ Eera(z+H/2) (4)
onde Ey é o médulo de elasticidade na superficie inferior da viga e o indice « controla o
comportamento exponencial do moédulo de elasticidade.

0.3 Resultados

Para avaliar os efeitos da nao-linearidade e da composicao material, foram resolvidos
alguns exemplos simples. O primeiro exemplo consiste em uma viga fixada por pinos
em ambas extremidades (restri¢cdo axial e transversal), de secgdo transversal quadrada,
altura H = 3 cm, material homogéneo com moddulo de elasticidade £ = 200 GPa, car-
regamento distribuido constante de go = 2000 N/m e comprimento varidvel para poder-
mos estudar a influéncia da razao L/H. Todos os exemplos foram resolvidos utilizando-se
40 elementos quadrados e tolerancia de € = 107°. Para comparar os resultados entre
diferentes comprimentos foi utilizada a relacio w, = w(x = L/2)H3/L*. Na Figura (3a)
é possivel observar que para razoes de L/H pequenas o problema tem comportamento
linear, devido a alta rigidez da viga, conforme esse valor aumenta é possivel observar uma
nao-linearidade acentuada entre o deslocamento e o carregamento aplicado. Na Figura
(3b) podemos visualizar a relevancia da tensao de cisalhamento no problema, conforme
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Figura 3: (a) Deflexao no centro da viga em fun¢ao do carregamento; (b) Razao entre a
méxima tensao cisalhante e a méxima tensao axial em funcao da razao L/H.

arazao L/H aumenta o problema se aproxima da teoria de viga de Euler-Bernoulli, que
justamente despreza a tensao de cisalhamento.

Para estudar a influéncia da fixacao da viga iremos utilizar o mesmo problema ante-
rior, porém com comprimento fixo de L = 90 cm e fixacoes nas extremidades variaveis.
A Figura (4) mostra os resultados para 3 fixacoes diferentes. Como esperado a viga
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Figura 4: Deflexdo no centro da viga em funcao do carregamento para diferencas condicoes de
contorno.

apoiada por roletes é linear, ja que nao hé restricoes axiais a viga é livre para ”deslizar”
eliminando a nao-linearidade. As fixacOes por engaste e pinos restringem movimento
axial, porém o engaste proporciona uma alta rigidez ao problema por isso para essas

cargas apresenta comportamento linear, ja a viga fixada por pinos apresenta alta nao-
linearidade.

Para avaliarmos a influéncia da composicao da viga serd avaliado a viga do exemplo

1 com comprimento fixo L = 1.5 m e composi¢do material alterada. A viga do material

descrito pela lei de poténcia tem E; = 200 GPa e E2 = 200/3 GPa e indice n varidvel,
ja a viga descrita pela fungao exponencial tem Ey = 70 GPa e indice « variavel.

Como é possivel observar na Figura (2a) o indice n controla a fragdo volumétrica de
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Figura 5: (a) Deflexdo no centro da viga em fungéo do carregamento para diferentes n; (b)
Deflexao no centro da viga em fungao do carregamento para diferentes «.

cada material na viga, o material 1 nesse caso apresentando maior médulo de elastici-
dade, logo é esperado que conforme o valor de n aumenta a fracao de material 2 aumenta
e o médulo de elasticidade da viga como um todo diminui. Por isso na Figura (5a) ob-
servamos um aumento na deflexdo no centro da viga conforme o indice aumenta. Ja
para o outro material como representado na Figura (2b) valores negativos de a causam
uma diminui¢ao do médulo de elasticidade ao longo da espessura e valores positivos um
aumento. A Figura (5b) aponta muito bem isso, para valores negativos a deflexao é mais
alta e diminui conforme o indice aumenta. Para ambos os problemas (n, ) = 0 represen-
tam o problema homogéneo com médulo de elasticidade constante ao longo da espessura.

0.4 Conclusao

A formulacao e os métodos utilizados para a solucdo das equagdes nao-lineares apre-
sentaram resultados satisfatérios, com convergéncia rapida. Os resultados obtidos para
as diferentes condicoes de contorno e composicoes materiais estao dentro do que era
esperado, e coerentes com o comportamento dos materiais analisados. Dessa forma a
formulacao é apropriada para a andlise de vigas nas condigOes estipuladas de pequenas
deformacoes e moderadas rotacoes.
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