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Introdução

Seja G um grafo simples em que V (G) é seu conjunto de vértices e E(G) é seu conjunto de arestas.
Denotamos uma aresta e ∈ E(G) com extremos u, v ∈ V (G) por uv. O grau de um vértice u ∈ V (G)
é denotado por d(u). Se d(v) = k para todo v ∈ V (G), então dizemos que G é um grafo k-regular.

Um grafo G é um ciclo se os seus vértices podem ser arranjados em uma sequência ćıclica de
maneira que dois vértices são adjacentes se, e somente se, são consecutivos na sequência. Seja H um
subgrafo de G isomorfo a um ciclo. Se V (H) = V (G), dizemos que H é um ciclo hamiltoniano. Um
grafo G é conexo se, para qualquer partição de V (G) em dois subconjuntos não vazios X e Y , existe
ao menos uma aresta em E(G) com um extremo em X e o outro em Y . As componentes conexas de
G são os seus subgrafos conexos maximais. Se S é um subconjunto de E(G), então a remoção de S
produz o grafo G− S, em que V (G− S) = V (G) e E(G− S) = E(G) \ S. No caso em que S = {e},
denotamos G− S por G− e. Uma aresta e tal que G− e possui mais componentes conexas que G é
denominada aresta de corte.

Em Teoria de Grafos estrutural, buscamos derivar propriedades a partir da análise da estrutura de
um grafo. Uma ferramenta poderosa para atingir esse objetivo são as decomposições, que particionam
um grafo em uma famı́lia de subgrafos satisfazendo determinadas propriedades. Formalmente, uma
decomposição de um grafo G é uma famı́lia F de subgrafos aresta-disjuntos de G tais que ∪H∈FE(H) =
E(G). É frequente exigir que os grafos da famı́lia F tenham propriedades adicionais. De particular
importância para a área é o caso em que cada membro de F é isomorfo a um ciclo. Uma decomposição
com essa propriedade é denominada decomposição em ciclos.

Em 1912, O. Veblen [8] mostrou que um grafo G admite uma decomposição em ciclos se, e somente
se, todos os seus vértices possuem grau par. Esse resultado é conhecido como Teorema de Veblen.
Quando um grafo G possui alguns vértices de grau ı́mpar, ele não admite uma decomposição em ciclos.
Portanto, se quisermos dividir o grafo G em subgrafos que são ciclos, algumas arestas devem aparecer
em mais de um subgrafo. Formalmente, uma cobertura de G é uma famı́lia C de subgrafos de G em
que ∪H∈CE(H) = E(G). Uma cobertura por ciclos é uma cobertura em que cada subgrafo da famı́lia
é isomorfo a um ciclo.

Uma cobertura por ciclos de um grafo G, em que cada aresta aparece em exatamente dois ciclos da
cobertura, é chamada de cobertura dupla por ciclos de G. De forma independente, G. Szekeres [7] em
1973, e P. D. Seymour [6] em 1979, propuseram uma conjetura que afirma que todo grafo sem arestas
de corte admite uma cobertura dupla por ciclos. Essa conjetura ficou conhecida como Conjetura da
Cobertura Dupla por Ciclos (CCDC) e permanece aberta até hoje. A CCDC é um problema muito
importante em Teoria de Grafos, que tem conexões com outros problemas da área ou de áreas correlatas
como Topologia, e tem produzido um vasto conjunto de resultados na literatura [9]. Seu estudo ao
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longo dos anos deu origem a diversas variantes, em particular, aquela que é objeto de interesse deste
trabalho. Em 1990, J. A. Bondy [3] propôs a seguinte conjetura, que ficou conhecida como a Conjetura
da Cobertura Dupla por Ciclos Pequena.

Conjetura 1 (Conjetura da Cobertura Dupla por Ciclos Pequena). Todo grafo simples com n vértices
e sem arestas de corte admite uma cobertura dupla por ciclos com até n− 1 ciclos.

Essa conjetura foi verificada por Bondy [3] para a classe dos grafos completos, a classe dos gra-
fos bipartidos completos, grafos planares com até 2|V (G)| − 3 arestas e triangulações simples. K.
Seyffarth [5] mostrou que grafos planares 4-conexos também admitem coberturas duplas por ciclos
pequenas e J. M. Fish et al. [4] mostraram que grafos linha de grafos mulitpartidos completos também
admitem tais coberturas.

Neste trabalho, verificamos a Conjetura 1 para algumas subclasses dos grafos circulantes. Estes
resultados estão apresentados na seção Resultados. A próxima seção introduz as classes de grafos
consideradas e alguns resultados auxiliares.

Preliminares

Seja r1, r2, . . . , rk uma sequência estritamente crescente (não vazia) de inteiros positivos, de forma
que para todo i ∈ {1, . . . , k}, 1 ≤ ri < n/2. Um grafo circulante Cn(r1, r2, . . . , rk) é um grafo simples
G em que V (G) = {v0, v1, . . . , vn−1}, E(G) = Er1 ∪ Er2 ∪ · · · ∪ Erk e vivj ∈ Eri se, e somente
se, min{(j − i) (mod n), (i − j) (mod n)} = ri. O conjunto Eri é chamado de conjunto de arestas
de alcance ri. O conjunto de todos os alcances de um grafo circulante é denotado por R, ou seja,
R = {r1, r2, . . . , rk}. Além disso, se e ∈ Eri , dizemos que e tem alcance ri. A Figura 1 mostra dois
grafos circulantes com 12 vértices.

Se R = {i | 1 ≤ i ≤ k}, dizemos que o grafo circulante Cn(1, 2, . . . , k) é uma potência de ciclos
e o denotamos por Ck

n. O grafo da Figura 1(a) é uma potência de ciclos. Se k ≡ 0 (mod 2) e é
posśıvel particionar R de maneira que cada parte possua dois elementos e, para toda parte {ri, rj},
gcd(ri, rj , n) = 1, então o grafo Cn(r1, r2 . . . , rk) é chamado circulante alcance-pareável.

(a) C12(1, 2, 3) = C3
12 . (b) C12(1, 3).

Figura 1: Dois grafos circulantes: na figura (a) R = {1, 2, 3}; na figura (b) R = {1, 3}.

Seja G um grafo circulante Cn(r1, . . . , rk). Por construção, para cada alcance r ∈ R, existem
duas arestas incidentes em cada vi ∈ V (G): viv(i+r) (mod n) e viv(i−r) (mod n). Logo, G é um grafo
2k-regular. Pelo Teorema de Veblen, todo grafo circulante possui uma decomposição em ciclos. Assim,
uma forma de se obter uma cobertura por ciclos pequena de G é obter uma decomposição do grafo
com até (n− 1)/2 ciclos, denominada decomposição em ciclos pequena. Dessa forma, utilizando cada
um desses ciclos duas vezes, obtemos uma cobertura dupla por ciclos pequena para G.

Para finalizar essa seção, apresentamos três lemas importantes para as demonstrações dos resulta-
dos obtidos.
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Lema 2 (Boesch e Tindell [2]). O grafo circulante Cn(r1, r2, . . . , rk) é conexo se, e somente se,
gcd(n, r1, r2, . . . , rn) = 1.

Lema 3. Seja G = Cn(r1, r2, . . . , rk) e g = gcd(n, r1, r2, . . . , rk). Então, G pode ser decomposto em g
cópias do circulante Cn/g(r1/g, r2/g, . . . , rk/g).

Lema 4 (Bermond et al. [1]). Seja G um grafo circulante conexo em que todos os vértices possuem
grau igual a quatro. Então, G admite uma decomposição em dois ciclos hamiltonianos.

Resultados

Este trabalho de pesquisa foi feito em parceria com L. M. Tateishi e Eduardo Vasconcellos, coau-
tores de todos os resultados obtidos e participantes do PIBIC-Unicamp.

O primeiro resultado obtido, apresentado no Teorema 5, aborda as potências de ciclo. Para a
construção da prova, fazemos uso do Lema 4, extráıdo do artigo de Bermond et al. [1] e aplicado no
contexto dos grafos circulantes. Embora a demonstração apresentada para o Teorema 5 tenha sido
feita independentemente, as suas ideias haviam sido delineadas por Bermond et al. [1] no final do seu
artigo.

Teorema 5. Seja G = Ck
n uma potência de ciclos. Então, G admite uma cobertura dupla por ciclos

pequena.

Demonstração. Seja G ∼= Ck
n. Se n é ı́mpar e k = (n− 1)/2, então G é isomorfo a um grafo completo

e o resultado segue. Podemos supor k < n−1
2 . Consideramos dois casos dependendo da paridade de k.

Caso 1. k ≡ 0 (mod 2). Seja F = {G1, . . . , G k
2
} uma decomposição de G tal que cada Gi

∼=
Cn(2i − 1, 2i). Seja Gi ∈ F . Por construção, cada Gi é 4-regular. Como gcd(l, l + 1) = 1, então Gi

é conexo. Logo, pelo Lema 4, Gi pode ser decomposto em dois ciclos hamiltonianos. Dessa forma,
obtemos uma decomposição pequena para G com extatamente k ciclos e, a partir dela, uma cobertura
dupla pequena com exatamente 2k ≤ n− 1 ciclos.

Caso 2. k ≡ 1 (mod 2). Seja F = {Cn(1), Cn(2, . . . , k)} uma decomposição de G. O grafo Cn(1) é
isomorfo a um ciclo hamiltoniano de G e o grafo Cn(2, . . . , k) pode ser decomposto em {G1, . . . , G k−1

2
}

em que Gi
∼= Cn(2i, 2i+1). De forma análoga ao Caso 1., obtemos uma decomposição pequena G para

o Cn(2, . . . , k) com exatamente k − 1 ciclos. Logo, a união do Cn(1) com G forma uma decomposição
em ciclos pequena para G com exatamente k ciclos e o resultado segue como no caso anterior.

O segundo resultado obtido está estabelecido no Teorema 6.

Teorema 6. Seja G = Cn(r1, r2, . . . , rk), um grafo circulante. Então,

(i) Se k ≡ 0 (mod 2) e o grafo é um grafo alcance-pareável, então G admite uma cobertura dupla
por ciclos pequena.

(ii) Se k ≡ 1 (mod 2) e, quando |R| > 1, existe um alcance r ∈ R tal que G− Er é isomorfo a um
grafo circulante alcance-pareável, então G admite uma cobertura dupla por ciclos pequena sempre
que k ≤ 5.

Esboço de demonstração. A estratégia de prova envolve uma heuŕıstica gulosa que calcula o tama-
nho de uma decomposição em ciclos de um grafo circulante Cn(r1, r2, . . . , rk) e está apresentada no
Algoritmo 1.

Para mostrar o item (i), note que quando o grafo circulante G tem um número par de alcances
e existem pareamentos de todos os alcances com alcances primos entre si (casos que caem nos laços
enquanto das linhas 4 e 7), então G é decomposto em 2 · (k/2) = k ciclos. Como k é par e k < n/2,
k ≤ n/2 − 1 se n é par ou k ≤ (n − 1)/2 se n é ı́mpar. Então, temos uma decomposição em até
(n/2− 1) ciclos se n é par ou (n− 1)/2 ciclos se n é ı́mpar. Em ambos os casos, tomando cada um dos
ciclos dessas decomposições duas vezes, obtemos coberturas duplas por até n− 1 ciclos e, portanto, G
admite uma cobertura dupla por ciclos pequena.
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Algoritmo 1 Procedimento recursivo da heuŕıstica gulosa para encontrar o tamanho de uma decom-
posição em ciclos de um grafo circulante

1: procedimento CirculantCD(R, n)
. Entrada: Conjunto de alcances R e ordem n de um grafo circulante G
. Sáıda: Cardinalidade p de uma decomposição em ciclos de G

2: p← 0
3: se |R| > 1 então
4: enquanto existem i ∈ R e j ∈ R tais que gcd(i, j) = 1, gcd(n, i) > 1 e gcd(n, j) > 1 faça
5: R ← R \ {i, j}
6: p← p + 2

7: enquanto existe i ∈ R tal que gcd(n, i) = 1 faça
8: Escolha j ∈ R tal que gcd(n, j) é máximo
9: R ← R \ {i, j}

10: p← p + 2

11: se R = ∅ então devolva p

12: se |R| = 1 então
13: Seja i o elemento de R
14: p← p + gcd(n, i)
15: devolva p

16: Seja g o maior divisor comum entre n e todos os elementos atuais de R
17: R′ ← {x/g | x ∈ R}
18: devolva p + g · CirculantCD(R′, n/g)

Para mostrar o item (ii), seja G um grafo circulante com k alcances de forma que exista um alcance
r tal que G − Er é isomorfo a um grafo circulante alcance-pareável G′. Note que todos os alcances,
com exceção de r, são removidos nos laços enquanto das linhas 4 e 7. Quando o algoritmo chega à
linha 12, R = {r} e, nesse momento, p = k − 1, uma vez que, pelo item (i), grafos alcance-pareáveis
com l ≡ 0 (mod 2) alcances admitem decomposições em l ciclos hamiltonianos. Para que G admita
uma decomposição em ciclos pequena, a inequação seguinte deve ser satisfeita:

k − 1 + gcd(n, r) <

⌊
n

2

⌋
.

Substituindo os valores posśıveis de k chegamos a vários subcasos, levando em conta a paridade de n
que altera o valor da função piso aplicada. Trabalhando cada um desses subcasos individualmente, foi
posśıvel chegar a conclusão que, sempre que k ≤ 5, G admite uma decomposição em ciclos pequena e,
por consequência, uma cobertura dupla por ciclos pequena.

Para exemplificar como a demonstração é constrúıda, finalizamos esse esboço com a análise do
caso em que k = 3 e n é par. Nesse caso, 3− 1 + gcd(n, r) ≤ n

2 − 1, isto é, gcd(n, r) ≤ n−6
2 .

Se gcd(n, r) ≤ n−6
2 , o resultado segue. Resta analisar o caso em que gcd(n, r) > n−6

2 . Como r < n,
temos que gcd(n, r) ≤ r ≤ n−2

2 . Isso implica que gcd(n, r) ∈ I em que I = {n−52 , n−42 , n−32 , n−22 }.
Como n é par, somente n−4

2 e n−2
2 são inteiros. Se gcd(n, r) = n−4

2 , então existem inteiros a e b tais
que

a
n− 4

2
= n e b

n− 4

2
= r, (1)

ou seja, n/a = r/b. Considerando que r ≥ gcd(n, r) = n−4
2 e r < n/2, temos duas opções: ou

r = (n − 4)/2; ou r = (n − 2)/2. Em ambos os casos, mostramos que não existem a e b inteiros
que satisfaçam (1). Portanto, esse caso não ocorre. O caso em que gcd(n, r) = n−2

2 nos leva a uma
conclusão similar. Logo, quando k = 3 e n é par, o resultado segue.

Observe, no esboço de demonstração do Teorema 6, que a análise final de casos depende do
tamanho do conjunto I, que cresce bastante conforme |R| cresce. Por isso, neste trabalho, os resultados
limitaram-se a |R| ≤ 5.
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Conclusão

Neste trabalho, verificamos a Conjetura 1 para duas classes de grafos circulantes. Para grafos
circulantes arbitrários, utilizando uma implementação em Python do Algoritmo 1, constatamos que
aqueles que possuem ordem menor ou igual a 15 verificam a Conjetura 1.

Nossa estratégia gulosa, entretanto, tem limitações. Existem casos em que ela não devolve um
número de ciclos suficientemente pequeno. Como exemplo, considere o grafo circulante com 240
vértices e R = {6i | 1 ≤ i ≤ 19} ∪ {25, 26, 32, 33, 45, 46} Os pares de alcances 25 e 26, 32 e 33 e 45 e
46 são removidos no laço da linha 4, resultando em p = 6. O grafo circulante restante é decomposto
em 6 cópias da potência de ciclos C19

40 que é decomposta em 19 ciclos. Assim, p = 6 + 6 · 19 = 120, o
que gera uma cobertura dupla com 240 ciclos, excedendo em um o desejado.

Nossa análise do funcionamento do algoritmo nos levou a propor a Conjetura 7, em que c é definido
como segue. Se a chamada do algoritmo é com o conjunto de alcances original, c = n/2 − 1 caso n
seja par, ou n− 1/2 caso n seja ı́mpar. Se a chamada for recursiva, então c = (c′− p′)/g′ em que c′, p′

e g′ são os valores de c, p e g da chamada anterior.

Conjetura 7. O algoritmo devolve o tamanho de uma decomposição em ciclos do grafo circulante
que é uma decomposição em ciclos pequena se, e somente se, para toda chamada do algoritmo, após
os laços das linhas 4 e 7, vale a seguinte desigualdade: |R| · g′ ≤ c.
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