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1 Introducao

A ideia da geracao de malhas consiste em decompor um dominio geométrico de forma a representar in-
formagoes em pequenas células. Neste projeto trabalhamos com malhas triangulares em 2D, isto é, regioes no
plano decompostas por triangulos.

Malhas triangulares sao muito importantes em computagao grafica, pois diversos objetos sdo mapeados por
malhas para serem renderizados ou submetidos a outros métodos de imagem. Na cartografia, geografia, entre
outros, os terrenos podem ser representados por meio de malhas, fornecendo uma representagao mais compacta
das informacoes da regiao.

O foco particular é no estudo de triangulagoes de Delaunay no plano, como sdo definidas e sobre o processo
de construcao, tanto tedrico quanto computacional, de geracao de uma malha de qualidade.

As triangulacoes de Delaunay foram utilizadas por fornecerem um bom conjunto de tridngulos para usar
como poligonos em malhas. Em especifico, a triangulacdo Delaunay evita triangulos estreitos (a resolugao de

equagoes diferenciais utilizando-se malhas com esses tridngulos, por exemplo, leva a dificuldades numéricas).

2 Metodologia

A principal referéncia do projeto foi o livro Geometry and Topology for Mesh Generation [1], de Herbert
Edelsbrunner, que continha a base tedrica do estudo. Como apoio ao desenvolvimento computacional, utilizamos
também o livro de O’Rourke [2], Computational Geometry in C. Empregamos ainda o ambiente de computacao
numérica Octave para colocar em pratica o entendimento do contetiido, implementar os algoritmos criados,
testar e validar ideias. Também utilizamos o Geogebra como uma ferramenta para entender conceitos estudados

e trabalhar ideias iniciais antes de desenvolver os algoritmos.
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3 Conceitos estudados e desenvolvimento do projeto

Para entender o que sao triangulagoes de Delaunay, devemos estabelecer alguns conceitos antes. Considere
um conjunto de pontos S no plano. Chamamos de fecho-convexo do conjunto S o menor poligono convexo que
contém os todos os pontos de S. Chamamos de triangula¢ao uma decomposicao do fecho-convexo por triangulos,
que se intersectam no méximo em arestas e tém como vértices os pontos de S.

As triangulagoes de Delaunay, por sua vez, sao um tipo especifico de triangulagao que maximiza o angulo

interno minimo dos triangulos e evita tridngulos estreitos. Um exemplo é apresentado abaixo.

Figura 1: A esquerda, vemos um conjunto de pontos no plano. Ao meio, mostramos um exemplo de triangulacao
que poderia ser criada a partir destes pontos. A direita, mostramos uma triangulacao de Delaunay desses pontos.

Essencialmente, a definicdo de triangulag¢ao de Delaunay vem do conceito de diagramas de Voronoi. A
Regido de Voronoi de um ponto z € S é o conjunto de pontos do plano que estd mais préximo de z do que de
qualquer outro ponto do conjunto S. As regioes equidistantes a dois pontos sao representadas por uma linha,
e o conjunto dessas linhas formam um Diagrama de Voronoi. As triangulacoes de Delaunay, por sua vez, sdo o
conjunto de triangulos cujas arestas sao os segmentos que conectam os pontos que sao equidistantes a 3 pontos

do conjunto S. Esses conceitos estao ilustrados na Figura 2.

Figura 2: A esquerda temos um diagrama de Voronoi e a direita temos uma triangulagao de Delaunay.

Chamamos de circuncirculo o circulo formado a partir dos 3 vértices de um triangulo, e esse circuncirculo
¢é dito wvazio, se nao ha nenhum ponto dentro dele. Um teorema nos da uma nova interpretagao dos tridngulos

de Delaunay:

Teorema 3.1. Afirmacdo do Circuncirculo: Seja S C R? um conjunto finito de pontos, e considere

a,b,c € S. Entao abc € um triangulo de Delaunay se, e somente se, o circuncirculo de abc € vazio.

Com isso, é possivel transformar triangulagoes em triangulagoes de Delaunay realizando uma “troca de
arestas” para satisfazer a propriedade de ser Delaunay. Veja na Figura 5.

Contudo, o custo computacional para verificar se um triangulo é Delaunay pode ser um pouco alto. Pela
forma que estamos acostumados a fazer, é necesséario calcular duas mediatrizes do triangulo para encontrar o
circuncentro, isto é, o centro do circuncirculo, calcular a distancia entre o circuncentro e um vértice e a distancia

entre o circuncentro e o ponto para enfim compara-las.
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Figura 3: Na primeira linha nenhum triangulo é Delaunay, isto é, o circuncirculo de cada tridangulo nao é vazio.
Na segunda linha, com uma mudanca de arestas, todos os triangulos sao Delaunay.

Alternativamente, considere um espaco tridimensional. Sejam a’, b’ | ¢’ e d’ as projegoes verticais de a, b, ¢

e d, no plano xy, em um paraboloide definido por I : z = 22 4+ 42 , como ilustrado na Fig.4.

Figura 4: Paraboloide com as proje¢oes verticais dos pontos no plano xy e o plano formado por trés desses
pontos.

Com essa nocao, podemos apresentar o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Afirmacao do Circulo Elevado: Um ponto d estd dentro do circuncirculo de abc se, e

somente se, o ponto d’ estd verticalmente abairzo do plano passando por a’, b’ e c’.

Assim, o célculo para verificar se um triangulo é Delaunay se resume em verificar o sinal do determinante
4x4 para analisar a posicao do 4° ponto em relacdo ao plano. Na matriz, a primeira coluna possui apenas 1,
cada outra coluna possui as coordenadas de x, y e z referente aos 4 pontos. Se o ponto estiver abaixo do plano,
entao o sinal do determinante é negativo.

Com esses conceitos foi possivel desenvolver e implementar um algoritmo para produzir triangulacoes e entao
transforma-las em triangulagoes de Delaunay trocando suas arestas.

Passamos a estudar condigoes que poderiam ser impostas a essas triangulagoes. Imagine por exemplo que
estamos usando uma malha para representar uma grande regiao e que ha um rio que passa por essa regiao.
Dependendo do que estamos querendo representar, a malha deverd se adequar ao rio, isto é, nao poderao ser
formados triangulos que sobrepoe o rio. Uma forma de representar uma situagao com essa seria fazer com que
alguns segmentos fossem fixos.

Triangulacoes construidas com imposigoes como esta sao ditas triangulacoes restritas. Neste caso, nem
sempre é possivel criar triangulagoes de Delaunay para o conjunto de pontos, mas podemos considerar uma parte

delimitada pela restricao e tentar construir uma triangulagao de Delaunay para um certo conjunto, pensando
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que as regides através das arestas fixas sdo “invisiveis”umas as outras. Chamamos triangulagbes como essas de

triangulagoes de Delaunay restritas.

Figura 5: Na primeira linha apresentamos um conjunto de pontos e um conjunto de arestas fixas, além disso,
a segunda imagem mostra um conjunto de segmentos que sao “impossiveis”. Na segunda linha é apresentado
uma triangulagao restrita e uma triangulacao de Delaunay restrita para estes pontos, respectivamente.

4 Resultados e discussao

Além de obter uma triangulacao de Delaunay, era importante entender o processo de “trocar as arestas”.
Contudo, era necessario também implementar um programa que pudesse criar uma triangulagao qualquer para
um conjunto de pontos dados. Iniciamos com a ideia de delimitar a regiao da triangulagao pelo fecho. Em
seguida, ignoravamos os pontos na fronteira da regiao e encontravamos um novo fecho. Isso foi feito até que
nao fosse mais possivel e, por fim, ligamos os fechos um a um. Essa ideia faz com que uma triangulagao com
muitos pontos fique parecida com uma rosa, cheia de camadas de pétalas em sequéncia.

Para a triangulacao de Delaunay, fizemos um loop sobre as arestas. Para cada aresta consideravamos os
dois triangulos que a possuiam e utilizdivamos o resultado consequente do Teorema 3.2. Um exemplo de uma

triangulagao inicial e uma triangulagao de Delaunay podem ser visto na Figura 6.

Figura 6: A esquerda, uma triangulagao inicial produzida a partir de 20 pontos. A direita, uma triangulagao
de Delaunay para o mesmo conjunto de pontos.
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Com isso, era possivel criar uma malha triangular de Delaunay para qualquer conjunto de pontos dados.
Um experimento inicial que fizemos foi explorar diversos conjuntos de pontos para visualizar suas triangulagoes.

Veja, por exemplo, uma triangulacao de Delaunay de varios pontos formando a logo da Unicamp na Figura 7.
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Figura 7: Triangulacao produzida pelo Octave a partir de pontos escolhidos pelo aluno para representar o logo
da Unicamp.

5 Consideracoes finais

Neste trabalho, estudamos o processo de criagao tedrico e computacional das triangulagoes de Delaunay.
Além disso, é satisfatério ter obtido um programa que consegue formar uma triangulacdo de Delaunay com
sucesso. No momento, estamos nos dedicando ao estudo e implementagao de algoritmos para a geracgao de
triangulagoes restritas.

Esperamos aplicar esses conhecimentos em um problema na drea de Geofisica de Exploragao. Em particular,
o problema proposto é explorar a solugao numérica da equacao da onda pelo tracamento cinematico de raios
em meios acusticos suaves, em duas dimensoes espaciais, a partir da discretizacao de malhas triangulares.

Estes conhecimentos serao tteis pois a representacao em malhas triangulares possibilita que grande areas
homogéneas do modelo possam ser economicamente representadas por poucas células da malha. Com isso,
espera-se construir um algoritmo de tragamento cinemdtico de raios que seja computacionalmente eficiente,

enquanto que a integracao do sistema de equagoes seja feita de forma analitica dentro de cada célula da malha.
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