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Indrodução

A teoria quântica é uma das mais bem-sucedidas teorias

f́ısicas já desenvolvidas, haja vista sua comprovação experimen-

tal e aplicação em diversas áreas da ciência e tecnologia. Apesar

de bem-sucedida, a teoria quântica ainda não pode ser conside-

rada uma teoria completa, pois alguns dos fenômenos que são

resultados desta teoria permanecem em aberto ainda nos dias

de hoje.

No que tange os fundamentos da teoria quântica, um

dos fenômenos mais contra-intuitivos e enigmáticos é a não-

localidade. A não-localidade diz respeito a fortes correlações

entre partes, espacialmente separadas, de sistemas compostos,

que não podem ser modeladas por nenhuma teoria local ou te-

oria de variáveis ocultas locais. A não-localidade é evidenciada

por meio de violações de desigualdades de Bell, consequente-

mente, essas são as ferramentas mais importantes no estudo de

não-localidade.

Com o surgimento da teoria quântica da informação (in-

formação quântica), as desigualdades de Bell se tornaram im-

portantes ferramentas para a implementação de diversos pro-

tocolos como os de comunicação quântica [1], de distribuição

quântica de chaves criptográficas [2] e de avaliação de emara-

nhamento multipartido [3].

Embora as desigualdades de Bell sejam fundamentais para

o estudo de não-localidade e tenham aplicabilidade em diver-

sas áreas da informação quântica, atualmente, violar desigual-

dades de Bell de sistemas multipartidos por meio de métodos

numéricos tradicionais é inexeqúıvel devido ao custo computa-

cional exponencial de processamento e de armazenamento de

dados [4].

Neste projeto, foram implementados os métodos numéricos

de Aproximação Estocástica de Perturbação Simultânea (aeps)

[4] e see-saw [5, 6], ambos em Python, e posteriormente aplica-

dos ao estudo de não-localidade em sistemas quânticos de três

qubits, sorteados aleatoriamente a partir de funções também

implementadas ao longo do projeto, com o intuito de demos-

trar, numericamente, a localidade ou a não-localidade de deter-

minadas famı́lias de estados quânticos.

Estados quânticos e emaranhamento

A todo sistema quântico estão associados um espaço de Hil-

bert Hd e um operador densidade e esse por sua vez descreve

o estado do sistema. Operadores densidade são combinações

convexas de projetores unidimensionais ρi = |ψi〉 〈ψi|, que têm

a seguinte forma:

ρ =
∑
i

piρi (1)

onde
∑
i pi = 1, , pi > 0 e | |ψi〉 | = 1 para todo i. Estados

quânticos podem ser divididos entre estados puros e mistos. Se

o estado de um sistema for descrito por um único projetor, o

estado é dito puro. Se o estado do sistema for descrito por

combinações de dois ou mais projetores, o estado é dito misto.

Sistemas quânticos compostos são também descritos por

operadores densidade, se o estado do sistema não puder ser

descrito em termos de combinações convexas de produtos ten-

soriais dos operadores densidade de cada uma das partes que

compõem o sistema, então o estado é dito emaranhado, caso

contrário o estado é dito separável.

Tanto os estados emaranhados puros quanto estados ema-

ranhados mistos podem ser sorteados aleatoriamente. Estados

emaranhados puros podem gerados aleatoriamente segundo a

distribuição de Haar. Já os mistos podem ser sorteados a par-

tir da distribuição de Ginibre [7].
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Desigualdades de Bell e não-localidade

As desigualdades de Bell são constrúıdas a partir das pro-

babilidades conjuntas de se obter resultados condicionados à

medições em dado experimento. Para sistemas que admitem

modelagens locais ou de variáveis ocultas locais, as desigual-

dades de Bell são sempre satisfeitas e esses sistemas são ditos

locais. Caso o sistema não admita tais modelagens, a desi-

gualdade de Bell desse sistema é violada o que implica que as

correlações entre as partes do sistema são não-locais e portanto

o sistema apresenta não-localidade. Apenas estados quânticos

emaranhados são capazes de violar desigualdades de Bell.

Em cenários tripartidos, onde cada uma das partes pode

realizar duas medições dicotômicas, pode-se rotular os ob-

serváveis associados às medições de Alice, Bob e Charlie - ob-

servadores em suas respectivas partes - por Ax, By e Cz com

x, y, z ∈ {0, 1} com autovalores a, b, c ∈ {±1}. Então, o valor

médio do observável Ax⊗By⊗Cz para um determinado estado

ρ será dado por:

〈Ax ⊗By ⊗ Cz〉ρ =
∑
a=±1

∑
b=±1

∑
c=±1

abcp(a, b, c|x, y, z), (2)

onde p(a, b, c|x, y, z) são as probabilidades conjuntas e essas são

calculadas segundo a regra de Born, da seguinte maneira:

p(a, b, c|x, y, z) = Tr[ρ(Aa|x ⊗Bb|y ⊗ Cc|z)] (3)

com Aa|x, Bb|y e Cc|z sendo os operadores medição associados

aos resultados a, b e c dadas as medições x, y e z, respectiva-

mente.

Para cenários tripartidos onde cada parte pode realizar duas

medições dicotômicas, há 46 desigualdades de Bell não-triviais,

conhecidas como desigualdades de Śliwa [8], dentre as quais, as

mais conhecidas são [9]:

• a desigualdade de Mermin:

〈A0 ⊗B0 ⊗ C0 +A1 ⊗B1 ⊗ C0

+A1 ⊗B0 ⊗ C1 −A0 ⊗B1 ⊗ C1〉 ≤ 2; (4)

• a desigualdade de Svetlichny:

〈A0 ⊗B0 ⊗ C0 +A1 ⊗B0 ⊗ C0

+A0 ⊗B1 ⊗ C0 −A1 ⊗B1 ⊗ C0

+A0 ⊗B0 ⊗ C1 −A1 ⊗B0 ⊗ C1

−A0 ⊗B1 ⊗ C1 −A1 ⊗B1 ⊗ C1〉 ≤ 4. (5)

Para medições e estados adequadamente escolhidos, é posśıvel

violar as desigualdades de Mermin e de Svetlichny até os valo-

res de 4 e 4
√

2, respectivamente. A desigualdade de Svetlichny

possui a peculiaridade de só ser violada em sistemas que apre-

sentam não-localidade genuinamente multipartida.

Aproximação estocástica de

perturbação simultânea

Definidos o estado quântico e a desigualdade de Bell pode-se

parametrizar um operador de Bell B, operador das medições,

por um conjunto de parâmetros Θ e então o processo de en-

contrar a violação máxima de desigualdades de Bell se torna

um problema de otimização, de maximização de uma função

paramétrica que tem a seguinte forma:

V (Θ) = Tr [ρB(Θ)] (6)

O aeps é um método iterativo, introduziremos um con-

junto de parâmetros iniciais Θ0 e denotaremos o conjunto de

parâmetros no passo k por Θk. Um vetor p-dimensional de

perturbação aleatória ∆k = [∆k1, . . . ,∆kp]
T é criado a cada

iteração, cada elemento do vetor ∆k é escolhido aleatoriamente

dentre os elementos da distribuição {−1, 1 } e p diz respeito à

quantidade de variáveis do problema de otimização. Então, a

aproximação estocástica do gradiente tem a seguinte forma:

gk(Θk) =
V (Θk + ck∆k)− V (Θk − ck∆k)

2ck
[∆−1

k1 , . . . ,∆
−1
kp ]T

(7)

e o conjunto de parâmetros Θk é atualizado para:

Θk+1 = Θk + akgk(Θk) (8)

onde ck = [c/(k + 1)γ ] e ak = [a/(k + 1 + A)α] controlam o

tamanho do gradiente e do passo entre as iterações, respecti-
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vamente. As constantes A > 0, a > 0 e c > 0 são escolhidas

empiricamente de acordo com o problema de otimização. O va-

lor médio final do operador de Bell é dado por V(ΘN ), para um

número desejado de iterações N . Este valor é uma cota inferior

para a violação máxima da desigualdade de Bell em questão.

See-Saw

O see-saw é um método de programação semi-definida

(PSD) baseado em otimização convexa [5] que pode ser imple-

mentado de maneira a maximizar o valor médio de operadores

de Bell para estados quânticos predeterminados.

A aplicação do método à violação máxima desigualdades de

Bell consiste em maximizar o valor médio do operador de Bell

tendo como variáveis os observáveis de uma das partes do sis-

tema. Pode-se aplicar o método de maneira recursiva até atingir

um valor ótimo, alterando apenas a parte do sistema a ser oti-

mizada a cada iteração. Exemplificando, para a desigualdade

de Svetlichny, pode-se otimizar as medições de Alice seguindo

o seguinte procedimento:

dados ρ, {By}, {Cz}

maximizeTr(ρBSvetlichny) (9)

sujeito a Ax − 1 � 0 e 1−Ax � 0 ,∀x,

onde ρ é o estado do sistema, {By} e {Cz} são os conjuntos de

medições de Bob e Charlie, respectivamente, e BSvetlichny é o

operador de Svetlichny. Dessa forma, sempre é posśıvel obter

valores que convergem para pontos localmente ótimos, ou seja,

máximos locais.

Resultados e discussões

Primeiramente, com o intuito de comparar suas respectivas

eficácias em maximizar o valor médio de desigualdades de Bell,

ambos os métodos foram aplicados à desigualdade de Svetlichny

para um estado quântico de três qubits puro e maximamente

emaranhado, o estado de Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ)

|GHZ〉 = 1√
2
(|000〉+ |111〉, cujo operador densidade associado

é dado por ρGHZ = |GHZ〉 〈GHZ|.
Os parâmetros de comparação utilizados foram a acurácia

em atingir uma cota inferior para o valor teórico da violação

máxima da desigualdade de Svetlichny, bem como o número de

iterações e o tempo de execução necessários para tanto. Para

o método aeps, os parâmetros iniciais utilizados foram A = 0,

a = 2.1, c = 0.01, α = 1 e γ = 2. Já para o método see-

saw, foram necessários, além do estado do sistema, apenas dois

conjuntos de medições iniciais {By} e {Cz}, sorteados aleatori-

amente a partir de parametrizações na esfera de Bloch [10]. Em

ambos os métodos o número máximo de iterações foi fixado em

kmax = 50 e o seguinte critério de convergência (ou saturação)

foi adotado:

εk−1 < 10−4 (10)

onde εk−1 representa a diferença entre o valor médio da desi-

gualdade na iteração k e na iteração k − 1 para k ≥ 2.

Definidos os parâmetros, ambos os métodos foram executa-

das 2×103 vezes. Utilizando o método aeps, foi posśıvel encon-

trar valores com acurácia mı́nima de 95% em 10% das execuções

e a acurácia máxima encontrada foi de 99, 84%. Além disso, o

tempo médio de execução, Fig. 1 (em azul), e a iteração média

de saturação, Fig. 2 (a), foram 〈taeps〉 = 2.06 s e 〈kaeps〉 = 22,

respectivamente. Já para o see-saw, foram encontrados em 46%

das aplicações, valores com acurácia mı́nima de 95% e a acurácia

máxima foi de 99, 99%. Em relação às médias de tempo de

execução, Fig. 1 (em cinza), e de iteração saturação, Fig. 2

(b), os valores foram 〈tss〉 = 1.41 s e 〈kss〉 = 5, respectiva-

mente.

Figura 1: frequências dos tempos de execução dos métodos numéricos aeps e
see-saw aplicados à desigualdade de Svetlichny para o estado quântico GHZ.
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Figura 2: frequências das iterações de saturação dos métodos numéricos aeps e
see-saw aplicados à desigualdade de Svetlichny para o estado quântico GHZ.

O método see-saw se mostrou mais eficiente que o aeps em

todos os parâmetros avaliados. No que tange a acurácia em

atingir cotas inferiores para o máximo do valor médio da desi-

gualdade de Svetlichny para o estado GHZ, foi posśıvel, com a

utilização do see-saw, encontrar cotas inferiores mais próximas

do valor teórico, cerca de 0, 15% superiores às encontradas a

partir do aeps. Em relação à comparação ao tempo de execução

de ambos os método, em média, o método see-saw utilizou 68%

do tempo necessário para a execução do aeps. Por fim, o número

médio de iterações necessárias para a saturação utilizando o

aeps foi cerca de quatro vezes maior em relação ao see-saw.

Uma vez constatada a superioridade na eficiência do see-

saw em maximizar o valor médio da desigualdade de Svetli-

chny, definiu-se que o estudo das desigualdades de Śliwa em

estados aleatórios seria efetuado por meio desse método. As

duas primeiras desigualdades escolhidas foram a de Mermin e

a de Svetlichny. Então, sorteou-se aleatoriamente, segundo a

distribuição de Haar, 1 × 103 estados quânticos emaranhados

puros.

Então, a partir da aplicação do see-saw nas desigualdades

de Mermin e de Svetlichny para os 1 × 103 estados sorteados,

pode-se estudar, estatisticamente, a natureza das correlações

apresentadas por essa famı́lia de estados nos cenários de Mer-

min e de Svetlicnhy.

Para ambas as desigualdades, os máximos dos valores

médios das desigualdades obtidos para os estados sorteados na

distribuição de Haar puderam ser aproximados por distribuições

normais. Em média, esses estados violam a desigualdade de

Mermin até o valor 3.1 e há uma dispersão em torno da média

de σ2 ≈ 0.4, Fig. 3. Já para a desigualdade de Svetlichny, em

média, os máximos dos valores médios encontrados foram de

4.3, o que representa violação, embora haja uma dispersão de

σ2 ≈ 0.5 em torno da média, Fig. 4.

Figura 3: modelo probabiĺıstico para o máximo do valor médio do operador de
Mermin para mil estados puros sorteados segundo a distribuição de Haar.

Figura 4: modelo probabiĺıstico para o máximo do valor médio do operador de
Svetlichny para mil estados puros sorteados segundo a distribuição de Haar.

Posteriormente, foram estudadas as 44 desigualdades de

Śliwa restantes. Cada um dos mil estados emaranhados pu-

ros sorteados previamente foram submetidos aos 44 cenários e

à aplicação do método see-saw a fim de maximizar os valores

médio dos operadores de Śliwa. O número de desigualdades

de Śliwa violadas por cada estado emaranhado puro sorteado

também pôde ser modelado segundo uma distribuição normal,

Fig. 5. Em média, cada estado emaranhado puro violou 33 das

46 desigualdades de Śliwa, o que representa aproximadamente

70% das desigualdades, e a dispersão associada foi de σ2 ≈ 4.

Figura 5: modelo probabiĺıstico para o número de desigualdades de Śliwa vi-
oladas por cada estados emaranhado puro sorteado segundo a distribuição de
Haar.

Por fim, foram sorteados, segundo a distribuição de Gini-

bre, 1 × 103 estados emaranhados mistos. Analogamente ao
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executado para os estados emaranhados puros, os mil estados

emaranhados mistos foram submetidos a todos os cenários de

Śliwa e à aplicação do see-saw. O número de desigualdades

violadas por cada estado emaranhado misto sorteado pôde ser

modelado probabilisticamente segundo uma distribuição nor-

mal enviesada à esquerda (ou distribuição normal de cauda à

direita) com média 1 e dispersão σ2 ≈ 2, Fig. 6, o que repre-

senta que existem violações para apenas 2.2% das desigualda-

des de Śliwa quando se utilizam estados emaranhados mistos

aleatórios.

Figura 6: modelo probabiĺıstico para o número de desigualdades de Śliwa vio-
ladas por cada estados emaranhado misto sorteado segundo a distribuição de
Ginibre.

Conclusões e agradecimentos

A execução deste trabalho possibilitou o estudo dos métodos

numéricos aeps e see-saw aplicados à violação MVDB para sis-

temas tripartidos. Concluiu-se que o see-saw tem eficiência su-

perior ao apes em todos os aspectos analisados e portanto sua

utilização é mais indicada em se tratando do estudo de desigual-

dades de Bell. A partir dessa constatação, foi posśıvel utilizar

o método see-saw para estudar a localidade e a não-localidade

de famı́lias de estados quânticos aleatórios emaranhados puros

e mistos.

Todos os conjuntos de dados aqui apresentados tiveram seus

comportamentos modelados segundo distribuições normais e es-

sas, como se pôde observar, não representam com acurácia ne-

cessária o comportamento dos sistemas analisados.

A execução deste trabalho só foi posśıvel graças à concessão

de acesso aos recursos fornecidos pelo cluster Planck, que é um

cluster de processamento da Universidade Estadual de Cam-

pinas (UNICAMP) que foi adquirido com recursos do projeto

de multiusuário da Fundação de Amparo à Pesquisa do Estado

de São Paulo (FAPESP), em 2010. Todos os resultados aqui

apresentados foram produzidos nesse cluster de processamento.
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