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INTRODUGAO:

Sistemas dindmicos descrevem uma
variedade de fendbmenos nas mais diversas
areas do conhecimento, desde dinamicas de
populacdo na biologia, reagbes quimicas,
problemas de mecénica, até simulagbes de
interagcbes planetarias na astrofisica. No
entanto, a maioria das equagdes diferenciais
gue modelam os sistemas mais realistas ndo
apresenta  solucbes analiticas, sendo
necessario resolver numericamente para
encontrar solugBes aproximadas (STUART,;
HUMPHRIES, 1996).

Dessa forma, o estudo e o
desenvolvimento de métodos numéricos para
solucdo de equacdes diferenciais é importante
para vérias areas da ciéncia e da tecnologia.

A seguir vamos discutir um exemplo de
sistema dindmico simples que apresenta 0s
dois regimes: linear e né&o-linear e um
exemplo de sistema dindmico mais complexo

que apresenta comportamento caoético.

METODOLOGIA:

Um cddigo em Fortran e no Wolfram

Mathematica foi desenvolvido para simular o

sistema do péndulo simples e do péndulo
simples forgado. No Fortran, os dados foram
gravados em um arquivo e representados
graficamente pelo Mathematica. Para as
equacdes lineares e néo lineares de
movimento foi utilizado uma malha para
discretizacdo da equacdo diferencial do
péndulo.

Na primeira parte do projeto focou-se
na andlise numérica das diferencas entre os
regimes linear e ndo-linear de um sistema
dindmico simples, o péndulo simples,
representado na Figura 1. No qual foi utilizada
a equacdo néo-linear que descreve esse

movimento:

c(i:t? + (%) sin(B) =0 Q)

m
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Figura 1 — Esquema de forgas do péndulo simples.
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Onde 6 € o angulo entre o eixo vertical
e o fio do péndulo, [ o comprimento dofioe g
€ a aceleracdo da gravidade. E a equacao
linearizada, que pode ser aproximada para

angulos de langcamento pequenos (6 ~ 0):

dze g\ o
=+ (feo=0 @
A eq. (2) corresponde a um movimento

harménico simples com frequéncia angular

w=,/g/l

A eg. (1), apesar da nao linearidade,
pode ser resolvida numericamente com a
discretizacdo das variaveis envolvidas, o
tempo e o angulo. A partir do Método das
Diferencas Finitas (MDF), discretizou-se o
tempo e o espaco transformando a equacgéo
de segunda ordem em duas equagbes de
primeira ordem:

d_e ~ 9m+1,n_em,n

=«
dt At mn

®3)

dam,n . am+1,n - am,n 8\ . _
ke T + (7) sin(8,,,) =0

No qual m representa o tempo, n 0

espaco e a avelocidade angular. Desta forma,
obteve-se o angulo e a velocidade angular
como funcdo do tempo, partindo das
condi¢des iniciais 6(ty) e a(ty).

I) Para garantir a precisao do método,
foi feito a simulacdo para condigBes iniciais
6(0) =1 rad, variando o tamanho passo (dt).
Os passos avaliados foram: dt = 1071,1072,
1073 e 1074,

[I) Para avaliar a influéncia do angulo
inicial as seguintes condicbes adotadas
foram: 6 (0) = 0.1, 0.3, 1.0, 3.14 e a (0) = 0, O,
0, O, respectivamente para ambas as

equacgdes linear e ndo-linear.

Na segunda parte do projeto foi
analisado o mesmo péndulo, porém sujeito a
duas forcas: uma forca externa harmonica
F(t) = —F, cos ((t), com frequéncia angular
Q e amplitude F, e a forca de resisténcia do ar
R = —ya, ambas contrarias a0 movimento do

péndulo como ilustrado na Figura 2.

mg

Figura 2 — Esquema do péndulo simples for¢ado e
sujeito a forga de resisténcia do ar

Acrescentando essas forgcas nas eq.
(3) obtém-se a equacdo que descreve 0
movimento do péndulo for¢ado:

Om+1n = Omn + am,
(4)

F(t
A1 = Ay — (%) sin(0,,)At + %At —yadt

Segundo Provenzale e Balmforth
(1998), um sistema dindmico requer no
minimo 3 dimensdes de espaco de fase para
apresentar um comportamento caoltico
quando descrito por Equacdes Diferenciais
Ordinarias (EDO). Dessa forma, as variaveis
adotadas F,, y, e Q, foram fixadas para
estudar o comportamento e a influéncia da
variacdo de um dos parametros procurando
por sinais de comportamento cadtico nas
equacoes lineares.

Ainda, para simplificacdo foi adotado
que m = 1kg e | =1m para a maioria das

simulagdes.
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RESULTADOS E DISCUSSAO:

Verificando inicialmente o tamanho do
passo (dt) a ser utilizado nas simulacdes do
péndulo simples no Fortran, realizou-se o

comparativo abaixo:

gt=107" dt=10"2
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Figura 3 — Variagao do passo (dt) da aproximacéo Linear
(Vermelho) e Nao-Linear (Azul) do péndulo simples para
6(0) = 1rad.

A partir dos gréficos da Figura 3 é
possivel verificar que quanto menor o valor do
passo mais preciso é a aproximagdo do
(MDF), assim, o menor passo que oferece a
precisdo adequada é dt = 103, Para tamanho
de passos com ordem de grandeza menores,
o grafico se mantém idéntico. Dessa forma, o
passo utilizado para as simulagdes seguintes
édt=1073.

Comparacao da aproximacao linear e

nao-linear:
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Figura 4 — Comparacao da aproximagao Linear (Vermelho) e
N&o-Linear (Azul) do péndulo simples para 8(t) e a(t).

Pela Figura 4, percebe-se que para
pequenos angulos iniciais 0 comportamento
da curva de aproximacdo linear se mostra
vélido, no entanto, a medida que o angulo
inicial aumenta a aproximacao de sen = 6
se mostra cada vez mais imprecisa. Além
disso, devido a aproximacao linear, a curva
em vermelho se mantém sempre uma onda
senoidal, enquanto que, na aproximacao nao-
linear o comportamento nao se verifica. 1sso
pode ser percebido para angulos grandes
como, paraf =1.0 rad e, de forma mais
destoante, para 6 =3.14 rad, quando o
langamento ocorre quase verticalmente.

Agora utilizando a eq. (4) para simular
o0 comportamento do péndulo for¢cado, tem-se
a fixacdo dos pardmetrosy = 0.5, = 1.0,6 =
0.5rad,g = 9.8m/s? 1 = 1m e a variacdo da
forca F,, para avaliar a influéncia dela no

comportamento do péndulo.
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Figura 5 —Variagdo do parametro F, da aproximagao nao-

linear da equagé&o do péndulo forgado.
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Pela Figura 5 é possivel perceber que
aumentado o valor de F, e mantendo os demais
parametros, a amplitude do movimento aumenta, o
gue é esperado, dado a caracteristica dessa forca.
Percebe-se isso pelo aumento do, 6 e do «.

Agora o0 parametro variado € o y , tendo
fixado: F, = IN,Q = 1.0,6 = 0.5rad,g = 9,8 m/
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Figura 6 —Variagc&o do parametro y da aproximag&o néo-
linear da equag&o do péndulo forgado.

A partir dos graficos da Figura 6 nota-se
gue guanto maior o y maior a frequéncia de
oscilagdes, isso ocorre, pois quanto menor a forca
de resisténcia R mais rapida se dara a oscilagao do
péndulo.

O proximo parametro a ser variado € o
Q , tendo fixado: F, = 1IN,y = 0.5,6 = 0.5rad,

9.8m
=——,l=1m.
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Figura 7 —Variago do parametro 2 da aproximag&o nao-
linear da equag&o do péndulo forcado.

Nota-se que pelo aumento de Q ocorre
também o aumento da frequéncia angular de
oscilacdes, no entanto Q = 3.13 rad/s trata-se
se um caso especial. Quando a frequéncia
Q — w maiores se tornam as amplitudes, até
que na condicdo de Q = w ocorre o fenbmeno
da ressonancia (KHARKONGOR; MAHATO,
2018).

Ainda, apos o estudo da influéncia dos
parametros no movimento do péndulo,
buscou-se identificar comportamentos
cadticos na combinacdo desses valores. Por
(EHWERHEMUEPH; AKPOJOTOR, 2013)
encontrou-se que a composicdo de g =
9,8m/s%,1 =9,8m, y = 0.05, Q = %,9(0) ==

e a(0)=% para determinadas forcas

ocasionava um comportamento cadtico.
Alterando as forcas utilizadas pelos autores
percebeu-se que para valores de F, > 8.0N a
forma da onda era completamente cadtica.

Como mostrado na figura abaixo:

F=8.0N
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Figura 8 — Sistema de péndulo simples for¢cado exibindo

comportamento caético para F,=8.0N.
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Figura 9 —Sistema de péndulo simples for¢ado exibindo

comportamento cadtico para F,=9.0N.

CONCLUSOES:

A aplicacdo de métodos numéricos
torna facil entendimento e visualizacdo do
comportamento do péndulo simples. Esse
sistema, tdo conhecido e de aparente pouca
complexidade, com algumas configuraces
pode ter uma dindmica cadtica.

O comportamento cadtico pode ser
atingido para um certo arranjo de valores,
porém, sdo necessarios mais estudos para
determinar outras combinacdes de
pardmetros que levam o péndulo simples
forcado com forga resisténcia do ar ao

movimento cadtico.
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