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I. INTRODUCAO

A teoria dos Sistemas Dindmicos Nao-Suaves (SDNS) tem
se desenvolvido rapidamente, principalmente devido as suas
fortes relagdes com campos aplicados, como mecanica, en-
genharia aeroespacial, fisica, economia entre outros [3], [4].
Nesta fronteira, encontramos os conversores DC-DC, impor-
tantes para as fontes de energia renovaveis que, cada vez mais,
sdo necessdrias em fungdo da sobrecarga das redes e de seus
sistemas de distribuigdo.

A crescente motivacdo para a utilizacdo de fontes de ener-
gias renovaveis estd relacionada com a reducdo das emissdes
de CO; e com a melhoria da qualidade de vida. Isto é
potencializado em comunidades pequenas, isoladas e auténo-
mas, onde o acesso a fontes de energia renovaveis € a Unica
solugdo para satisfazer as suas necessidades energéticas [6].
Esta necessidade, todavia, estd acompanhada do desafio de
entender e desenvolver modelos matematicos que possibilitem
aprimorar o processo de conversdo de energia elétrica através
dos conversores DC-DC, que possuem importantes aplicacdes
no aproveitamento de fontes renovdveis de energia elétrica e
nos veiculos elétricos [5].

Em muitos casos, os SDNS sdo descritos por sistemas
de equacdes diferenciais definidas por partes, onde temos
equacdes diferenciais suaves definidas em certas regides do
retrato de fase, separados por interfaces, chamadas regides de
descontinuidade [3].

Em geral ndo ha unicidade de solugdes em SDNS e isto
€ bem visto, pois permite a introducdo de um controlador.
O conceito de solugdo deslizante (sliding motion) ja estava
presente em varios modelos no final do século passado.

II. SISTEMAS DE FILIPPOV

Seja U C R? um aberto e considere f : U C R? — R
uma funcdo suave que tem 0 como valor regular. Definimos
¥ = f71(0) a variedade de descontinuidade.

Vamos denotar

St ={(z,y) eR*: f(z,y) >0}

27 ={(z,y) €R*: f(a,y) <0}

Definimos agora o SDNS (ou sistema de Filippov)
{ X(z,y), (z,y) € B¥,
Iy =

Y(z,y), (z,y) € X7, M
no qual X e Y sdo campos vetoriais suaves em L+ e %,
respectivamente. Denotaremos Z = (X,Y"). Distinguiremos
trés regides em X

= Regido de Costura: 3¢ ={pe X: Xf(p)-Yf(p) >0}
= Regido de Deslize Estavel:
*={peX: Xf(p) <0, Y[(p) >0}
= Regido de Deslize Instdvel ou Regido de Escape:
“={peX: Xf(p)>0, Yf(p) <0}
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(¢) Regido de Escape

Figura 1: Exemplos das trés regides definidas na variedade de
descontinuidade. Fonte: [7]

Dizemos que p € ¥ é um ponto de tangéncia se X f(p) =0
ou Y f(p) = 0. Os pontos de tangéncia sdo as fronteiras dos
conjuntos ¢, 3¢ e X¢, que sdo conjuntos abertos. As regides
definidas acima ndo consideram os pontos de equilibrio, e
assim, de fato, a trajetéria que atravessa p é tangente a . E
importante destacar também os pontos que surgem na fronteira
das regides, denominados 0X¢,0%° e X", ja que a a derivada
de Lie de f com respeito a cada campo vetorial também inclui
os pontos p € ¥ em que o campo avaliado em p € nulo, ou
seja, os pontos criticos de cada campo vetorial em X..
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Se p € ¥ U X", definimos o campo vetorial deslizante do
sistema de Filippov Z = (X,Y’) como o campo vetorial Z*,
que é a combinacdo linear convexa de X e Y tangente a 3,
ou seja,

7*(p) !

“ Y () - Xf(p)

Sep € ¥ oup € X7, a trajetdria de p é a mesma trajetéria
de p pelo campo X ou pelo campo Y, respectivamente.
Agora, se p € X, entdo definimos a trajetéria de p conforme
p estd em X°, ¥° ou XV,

(Yf(p)X(p) - Xf(p)Y(p))

Definicao 1. As singularidades do sistema de Filippov sdo:

1. p € ¥ tal que p é um equilibrio de X ou de Y, isto &,
X f(p) =0 ou Y f(p) = 0 respectivamente.

2. p € ¥°UZ%, tal que p é um pseudo-equilibrio, isto &,
Z%(p) = 0.

3. p € 0X° U 9%° U9JXe , isto é, os pontos p tais que
Xf(p) = 0 ou Yf(p) = 0 (tangéncias regulares ou
singulares).

Qualquer outro ponto é chamado de ponto regular.

Nota-se ainda que, caso o pseudo-equilibrio p se comporte
como um nd, um foco ou uma sela para a dindmica em X, p
€ denominado como um pseudo-nd, pseudo-foco ou pseudo-
sela, respectivamente.

Definicao 2. Um campo vetorial suave X possui uma dobra
ou tangéncia quadrdtica com ¥ = {(z,y) € U|f(z,y) = 0}
em um ponto p € ¥ se X f(p) =0 e X2f(p) #0.

Seja Z = (X,Y) € Q em que (0,0) é um ponto tipo
dobra-dobra (X £(0,0) = Y £(0,0) = 0 e X2f(0,0) # 0,
Y2£(0,0) # 0. Teremos alguns casos distintos para analisar,
dependendo da visibilidade/invisibilidade da tangéncia quadra-
tica para cada um dos campos e também das direcdes de X e
Y no ponto de dobra.

Definiciio 3. Sejam Z = (X,Y) e p € ¥ um ponto de
dobra-dobra. Dizemos que p é uma dobra visivel para X se
X2f(p) > 0 e invisivel se X2 f(p) < 0, enquanto que p é uma
dobra visivel para Y se Y2 f(p) < 0 e invisivel se Y f(p) > 0.

A singularidade dobra-dobra pode ser classificada como:

1. Singularidade de Teixeira: X*f(p) <0< Y?2f(p)
2. Visivel: Y2f(p) <0 < X2f(p)
3. Visivel-Invistvel: X2f(p)-Y?2f(p) >0

2, Visivel

1. Singularidade de Teixeira 3. VisivelInvisivel

¥ ¥

o
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=

Figura 2: Tipos de dobra-dobra: 1. A singularidade de Teixeira,
2. Dobra-dobra Visivel e 3. Dobra-dobra Visivel-Invisivel. Adaptado
de [2]

II-A.  Na bifurcacdo TS

A bifurcagdo TS estd relacionada a colisdo de um pseudo-
equilibrio real com um TS-point. Esta colisdo é produzida,
como resultado da alteracdo de um parametro, digamos i € R,
pela transicdo de um pseudo-equilibrio entre as regides de
deslizamento atrativas e repulsivas, passando necessariamente
pelo ponto TS. Portanto, reescreve-se a equacdo (1), em que
F* :R3 = R3 e uma funcio escalar h : R3 — R, de maneira
que ¥ =z € R3, h(z) = 0, dependendo do parametro yi:

F*(x, ),

Define-se a bifurcagdo TS no sistema (2), assumindo que as
linhas de tangéncia sdo transversais em & (u) (TS-point) para
4 em uma vizinhanca de 0 e que existe um pseudo-equilibrio
Z(p) que transita entre as duas diferentes regides deslizantes
para o valor critico ¢4 = 0 do parametro.

Definicao 4. O sistema 3D-SDNS (3) sofre uma bifurcacdo
TS para p = 0 se houver um ponto de tangéncia dupla ()
e um ponto de pseudo-equilibrio Z(u), definido para todos os
W em uma vizinhanga de 0, tal que T(u) = Z(u) e

if h(x, 1) <0
if h(x, 1) > 0 @

d _ d N
@Lwh(X(u),u)@LF— h(x(p), )l <0 (3)

e também,

L3+ h((0),0) <0, Li h(x(0),0) > 0. )

Observe que Lg+h(X(0),0) = Lg- h(x(0),0) = 0, porque
Z(0) = 2(0) é um ponto de tangéncia duplo. A condi¢do
(3) indica que para p = 0 as fungdes Lp+h(X(u),pn) =
Ly-h(X(u), ;) tém sinais opostos, e seus gréficos sdo trans-
versais em i = 0. A condicdo (4) garante que a tangéncia
dupla x € uma singularidade dupla de tipo invisivel para u = 0,
ou seja, Z(0) = £(0) é um TS-point.

A bifurcacdo TS provoca o surgimento de um ciclo de limite
de cruzamento (CLC) que nasce do TS-point, podendo ser
classificado como estdvel ou instdvel. O CLC é uma orbita
periédica composta por dois arcos, cada um definido por um
dos campos vetoriais F*, cruzando a variedade Y em dois
pontos e sem quaisquer segmentos deslizantes.

III. ANALISE DE BIFURCACAO DE UM CONVERSOR DE
ENERGIA boost

Com base na teoria apresentada na se¢do anterior, avalia-se
e prova-se a existéncia de uma bifurcacdo de Teixeira num
SDNS em 3D, que modela um conversor de energia boost.

III-A.  Modelagem e controle de um conversor DC — DC
Boost.

Seja o conversor boost abaixo, no qual R, L, C, rz, e V;n sdo,
respectivamente, a carga resistiva, a indutancia, a capacitincia,
a resisténcia do indutor e a fonte de tensdo.

A tensdo de saida w,,:, € igual a tensdo sobre a carga
resistiva R, dita = v, e € regulada através de uma estratégia
de controle por modos deslizantes com base no uso de um
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(c) Sliding mode controller.

Figura 3: Conversor boost com SMC e um filtro washout. A
fungdo de controle é (9). A corrente filtrada do indutor,
iF =11 — 2F, representa a diferenca entre a corrente do indutor
ir e o sinal filtrado zp. Fonte: [1]

filtro washout passa-alta, de modo que seja obtido desejado
valor vy > Vjy, desejado. Um filtro washout é usado para
eliminar as entradas em regime permanente enquanto deixa
passar as entradas transientes. O modelo do conversor boost
de malha fechada, em modo de condug@o continua (corrente
de indu¢@o ndo-nula), é dado por:

di .
LdftL = Vin — 7111 — uvC (5
dUC (Y6
OW = UZL — f (6)
dz .
7%?':ZWF(UL_'ZF) @)

Aqui, vo > 0 e ¢, > 0 s@o a tensdo do capacitor e a
corrente do indutor instantaneos. A corrente filtrada do indutor,
denotada pela nova variavel zp, € a saida do filtro washout,
descrito em (7) onde wg € a frequéncia de corte do filtro. Seja
a lei de controle u € 0,1, definido como

1

(1 + sinal[H]) (3)

DO |

De modo que para v = 0 (resp. u =
ligada (resp. desligada).

1) a chave S esta

A superficie de controle é tal que

H(ip,ve,2r) =vc — Veef + K(i, —2p) =0 (9)

Sendo K>0 um pardmetro de controle a ser ajustado e
Vier > Vin € a tensdo de referéncia (valor de tensdo desejado
na saida). Normalizando e aplicando a mudanga de varidveis,
tempo e parametros, dados na Tabela 1 nas equagdes (5)-(7),
obtém-se o seguinte sistema dindmico adimensional:

T=1-—bxr —uy
(10)

Y =ur —ay

2= (u—kbz+ (w—a—uk)y —wz+k—wy,

Varidveis de tempo e estado ~ Parmetros

__ ir L _ Vit
T=vo\V© Yr =7,

— e L
Y= o=5\/¢

—Vie K(ir —
2 = te=VertKliz=sr) k= K,/
n
T = i b=r L
VLC \/
W =wpg \/
Tabela 1: Novas varidveis normalizadas, pardmetros e tempo

No qual (z,y,z) € R3 sdo as novas varidveis de estado e
os novos pardmetros sdo w € (0, 1], y, > 1, a>0, b>0 ¢ k>0 (o
ponto “-” indica derivadas em rela¢do ao tempo normalizado
7). Note que x>0 € a corrente normalizada do indutor, y>0 € a
tensdo do capacitor normalizada e a>0 € o parametro de carga
normalizada. Portanto, o sistema (10) é representado como:

Ft(z,y,z2),

(&9,9)" = { F(,y,2),

Composto pelos 2 campos lineares de vetores,

if z>0

if z<0 (in

1—br—y 1—bx
Ft(x) = T —ay and F~(x)= | —ay
f3 (%) fs (%)

f;_:(1—kb)$+(w—a—k)y—wz+k—wy,.
fi = —kbr + (w— a)y — w2 + k- wy,

III-B. Andlise do comportamento dindmico do sistema na
fronteira de comutagdo

Calculando as derivadas de Lie de primeira e segunda ordem
da fungdo escalar h(z,y,z) = z em relagio aos campos
vetoriais F'*, por meio das féormulas:

Lg+th = f;t, L%ih: <Vf§taFi>

As regides de X sdo separadas por linhas de tangé€ncia
_={zeX: f; =(zy,0) =0},
T+ = {J) €X: f;_ = (Z‘,y,O) = O}a

O ponto de dupla tangéncia estd na intersec¢do transversal
das retas T*. Entdo, o sistema (10) tem apenas um ponto de
tangéncia dupla, dado por = = (ky,¥,0), em que:

k_wyT

_ 12
a+bk?2 —w (12)

y=

Sendo a # w — bk?. O ponto de tangéncia dupla deve

estar no primeiro quadrante em relacdo aos eixos (X, y) no

plano z = 0, ja que é necessario i;, > 0 (x>0) e vo > 0

(y > 0) devido as restricdes operacionais do circuito. O campo

vetorial deslizante em Y. associado ao sistema dinamico (10)
¢é calculado de acordo com (2), obtendo
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1 ba? — x4+ ay® — wy (y — yr)
—k (bx2 —x+ay2) +wz(y —yr)
ky —x 0

F¥(x,y,0) =

Desde que ky — x = 0. Pontos de pseudo-equilibrio de
(10) sdo facilmente obtidos resolvendo a equacdo vetorial
F3(z,y,0) = (0,0,0)T, que se reduz a quadratica bz? — x +
ay? = 0 mais a condicdo y = ¥,.. Portanto, temos dois pontos
de pseudo-equilibrio,

%t = (jiayT>O) (13)
Em que
.+ 1E/1—4daby?
gTt=—Y T > (14)
2b
Para qualquer a < ayg, com ayg = ﬁ. Para a = agy,
ocorre uma colisdo entre eles, ou seja, + = T, e para

a > agy ambos os pseudo-equilibrios desaparecem em uma
bifurcacdo de dobra ou né-sela. A inclinacdo da linha reta
ky —x = 0 varia com o pardmetro k, e assim o ponto de
tangéncia dupla (k) se move na elipse dada por

r — wypy — ba? 4+ (w—a)y?* =0 (15)

Para y>0, onde o valor maximo para sua coordenada y é

-1
a—w
Vs = 2o (1414 152

O ponto de tangéncia dupla Z(k) é capaz de colidir com
o ponto de pseudo-equilibrio £~ ou %7, localizado na inter-
seccdo de y = y,- com esta elipse, j4 que sob tal condi¢do a
equacdo (15) coincide com a equacdo quadritica que define
pseudo-equilibrios. A partir disso, a transicio de pseudo-
equilibrios entre regides deslizantes pode ocorrer, levando a
uma bifurcacdo TS. Consideramos

Proposi¢iao 1. Seja a < agy e k # kli{ . O ponto T~
é uma pseudo-sela quando estd em 3¢ e um pseudo no
(ou pseudo-foco) quando estd em Y°. O ponto T+ é uma
pseudo-sela quando em ° e um pseudo-no (ou pseudo-foco)
quando em Y. Portanto, ¥+ é sempre um pseudo-equilibrio
instdvel enquanto T~ € um pseudo-equilibrio estdvel sempre
que usa-se k, tal que k > T~ /y, e k > k.

Pode-se classificar ainda a estabilidade do ponto de pseudo-
equilibrio com base no calculo do determinante e do traco
da matriz Jacobiana associada aos sistemas deslizantes planos
equivalentes, Det(J,s) e Tr(Jys), respectivamente. Com re-
lacdo a dindmica de deslizamento, trés diferentes bifurcagdes
de um parametro podem aparecer: o né-sela de equilibrio, a
bifurcacdo de Hopf e a bifurcacdo transcritica.

Caso k # wy, e k = 1/(2by,) entdo em a = agyn ocorre
uma bifurcacdo nd-sela. Uma bifurcacdo de Hopf ocorre em
¥ (resp. X¢) para k = ki; > &7 /y, (resp. k = kj; < 37 /y,),
uma vez que T'r(J,s) = 0 e Det(Jys) > 0. Por fim, existem 2

casos para a bifurcacdo transcritica, considerando w — bk? #
a < agpn. Para o primeiro caso, o pseudo-equilibrio 2~ e
ocorre em Z~ = ky,, enquanto o outro envolve £ e ocorre
em T = ky,., desde que o Tr(J,s) # 0.

III-BI. A bifurcagdo TS: O valor do parametro a pode
mudar durante a operacdo do conversor boost, ji que a
carga representada pela impedancia R pode variar. Assim,
consideramos este pardmetro como o principal parametro de
bifurcagio. Ambos os pseudo-equilibrios #* e o ponto dobra-
dobra Z tém suas coordenadas parametrizadas por a.

Considere b < by,q4, N0 qual

V14 w?y? — wy,

bméx =
2yr
1 1
bmax = < ) (16)
oo (VT )

de modo que podemos assegurar que 1 — 4b(b+ w)y? > 0.
Introduzimos os valores k; e ko, tal que:

oy — 1—/1—4b(b+w)y?
L 2byy
2(b -
fy = (b+wly SOb+wo)y (7
14 /1 —4b(b+ w)y?
1 1—4b(b 2
20y, byr
Sendo. 1 k(1bky,)
Yr
= = — 1
c 2byr’ GTS(]C) Ur ( 9)

Teorema 1. Considere o sistema (11), com b < bpsx €
k # k. de modo que k1 < k < ko, onde k., bysx, k1 e ko sdo
definido em (19), (16), (17) e (18). Para valores proximos a
ats, definido em (19), as seguintes afirmagées sdo vdlidas:

1. Bifurcacao TS supercritica: Se k1 < k < k. entdo para
a = arg o sistema sofre uma bifurcacdo TS, de modo
que existe € > 0 tal que para arg — € < a < arg O
pseudo-equilibrio x~ € ¥° e é um pseudo-nd estdvel,
enquanto para ars < a < ars + € o pseudo-equilibrio
X~ € ¢ e € uma pseudo-sela.

2. Bifurcacdo TS subcritica: Se k. < k < ky entdo para
a = apg o sistema sofre uma bifurcagdo TS, de modo
que existe € > 0 tal que para ars — € < a < arg 0
pseudo-equilibrio x* € ¢ e é um pseudo-né instdvel,
enquanto para ars < a < ars + € o pseudo-equilibrio
xT € X% e é uma pseudo-sela.

IV. RESULTADOS E ANALISES

A andlise numérica de o6rbitas periddicas bifurcadas se da
pelos resultados da simula¢do do conversor boost com SMC-
washout modelado pelo sistema dinamico (11), sendo todas as
figuras retiradas de [1]. O caso supercirico pode ser notado na
Figura 4, sendo possivel visualizar a bifurcacdo TS e ainda
o surgimento de um CLC (I'y) com dindmica de né estavel.
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{e)le =125 = ars

Figura 4: Resultados da simulacdo do sistema (11), caso
supercritico. Os pontos verde e vermelho indicam o ponto TS e o
pseudo equilibrio ™, respectivamente. Pardmetros de simulagdo:

w=1y=2,b=0,0l e k=2,5.

Na Figura 5 apresenta-se o caso subcritico onde é possivel
detectar o surgimento de a CLC (I',,) com dinamica de sela.

Para investigar a existéncia e estabilidade de um CLC, pode-
se utilizar as equacdes de fechamento e a teoria dos mapas
de primeiro retorno. Podemos reescrever o sistema (11) da
seguinte maneira:

. [ ATz +0b, ifz<0
x_{A+az+b, if 2> 0 0)
Em que,
[ —b 0 0 1
AT = 0 —a 0 , b= 0
| kb w—a —w k —wy,
[ b -1 0 z
AT = 1 —a 0 , T= 1|y
| 1-kb w—a—-k -—w z

Dado F*(x,y,2) = A+x+b, e sendo o sistema por partes
linear, escreve-se o fluxo em cada zona como ®*(7,x) =
Xt 4+ eAiT (x — ii). A seguir, assumimos a existéncia de
um CLC que cruza ¥ = z = 0 nos dois pontos:

z0 zl
x0= | yo e x1=| n
0 0

Assim, as equagdes de fechamento sdo:

x1 =% 4eA7 7t (XO — i+)

V. CONCLUSOES

Portanto, através deste projeto foi possivel entender a teoria
matemadtica que suporta a dindmica de um conversor boost DC-
DC controlado por um SMC, através da determinagcdo de um

) : a8 2
(aha = 113 < aps

.
(ehe = LT3 =ars

Figura 5: Resultados da simulacdo do sistema (11), caso
subcritico. Os pontos verde e vermelho indicam o ponto TS e o
pseudo equilibrio &, respectivamente. Pardmetros de simulacéo:
w=0,6,y- =1,33,b=0,08 ¢ kK =6.

SDNS com duas zonas em um espago tridimensional dividido
por uma superficie plana. Ainda, foi possivel analisar como
os parimetros e condi¢des do circuito atuam para que seja
possivel obtermos uma bifurcagdo TS. Avaliou-se também que
a bifurcacdo TS pode ocorrer de duas formas, a supercritica
e a subcritica, sendo a primeira delas importante por estar
diretamente associada ao ponto de operagdo desejado para o
conversor boost, e entendendo que os dois casos ndo ocorrem
ao mesmo tempo. Foi possivel ainda notar que a bifurcacio
TS pode provocar o surgimento de um CLC, que pode se
caracterizar como tipo né estavel ou sela.
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