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1 Introdução

Ao tratar-se da poluição do ar, é notório que o fato de que ela ocorre principalmente devido
a dinâmica industrial e veicular das cidades urbanas. Isso é evidenciado através das emissões de
gases traços na troposfera e seus derivados de oxidação que representam risco direto para a saúde
da população [1]. Na estratosfera, o ozônio constitui uma camada protetora (camada de ozônio)
contra os danos da radiação ultravioleta, sendo benéfico para os seres vivos [1]. No entanto, quando
localizado na troposfera, por ser altamente oxidante, é um gás tóxico para humanos que causa
prejuı́zos a saúde relacionados com o sistema respiratório, sendo caracterizado como poluente
atmosférico [1].

O ozônio (O3) troposférico é classificado como um poluente secundário, i.e., é formado na
atmosfera mediante reação de gases precursores provenientes de fontes naturais ou artificias (po-
luentes primários), tais como compostos orgânicos voláteis (COVs), óxido de nitrogênio (NO) e
dióxido de nitrogênio (NO2), na presença de radiação solar [1, 2].

Do ponto de vista de modelagem, a dinâmica das reações quı́micas do ciclo do ozônio tro-
posférico é dada pelo seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias [2]:
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em que k1 e k2 são parâmetros cinéticos de primeira ordem e k3 é um parâmetro cinético de segunda
ordem. De modo geral, tais parâmetros podem ser dependentes da temperatura e de outros fatores.
Entretanto, neste trabalho, por simplicidade, eles são considerados constantes.

Com relação aos objetivos, o presente trabalho diz respeito a um estudo computacional sobre
a dinâmica temporal do ciclo do ozônio troposférico, a fim de modelar e descrever o padrão osci-
latório observado em dados dinâmicos de monitoramento da qualidade do ar da concentração dos
poluentes NO, NO2 e O3 disponı́veis no sistema QUALAR da CETESB1. Estudos em andamento
a esse respeito estão sendo realizados pelos autores a partir da abordagem de se estudar a estabi-
lidade e demais propriedades do sistema de equações diferenciais ordinárias dado pelas equações
(1), (2), (3) e (4). Para além dessa caracterização, entretanto, a ideia é desenvolver um modelo com
o mı́nimo de elementos necessários para se reproduzir o padrão oscilatório diário observado nos
dados experimentais. Isso tem sido alcançado qualitativamente, conforme obtido em outra pesquisa
cujo artigo está em preparação [3].

Seja como for, permanece em aberto a questão fundamental de se devem ser ou não incluı́dos
outros elementos de modelagem e até de outras espécies quı́micas que também fazem parte do
ciclo do ozônio troposférico, e se é ou não necessário considerá-lo em um maior nı́vel de detalhes.
Dentre possı́veis exemplos a respeito estão os compostos orgânicos voláteis (COVs). De forma
complementar e ampla, e para tentar contribuir com a resposta a essa questão de se desenvolver
um modelo parcimonioso, o presente trabalho desenvolve-se a partir da modelagem diretamente
a partir dos dados, utilizando-se uma abordagem de reconstrução de espaço de estados. Mais es-
pecificamente, a determinação da dimensão de imersão ótima do espaço de estados pode fornecer
pistas sobre a dimensão do sistema de EDOs responsável por gerar os dados observados [4].

2 Metodologia

Quanto ao espaço de estados, desconsiderando-se o oxigênio em estado fundamental, que não
foi utilizado, pois sua concentração não é observável, tem-se um espaço de estados tridimensional
(3D) dado por x(t) = ( [NO], [NO2], [O3] ). Tal vetor é denominado como o espaço de estados e,
através da evolução do tempo, o mesmo evolui gerando o retrato de fases (ou estados) do sistema.

Em se tratando da reconstrução do espaço de fases, essa é uma das técnicas utilizadas para
análise de séries temporais cujo objetivo é obter informações sobre as variáveis não observadas,
tendo como base os princı́pios estabelecidos pelo Teorema de Takens [5, 6, 7]. Grossomodo, a
ideia é que é possı́vel reconstruir um espaço de estados m−dimensional, similar ao original (i.e.,
topologicamente equivalente), a partir da observação de apenas uma das variáveis dependentes.

O método utilizado para reconstrução do espaço de estados foi o método do mapeamento cru-
zado convergente (convergent cross maping – CCM). Essa escolha é justificada pela relativa sim-
plicidade do método. Resumidamente, ele consiste na ideia de que a causalidade pode ser estabe-
lecida se os estados da variável causal (dependente) puderem ser recuperados da série temporal da
variável afetada (independente) [8]. Com isso, o CCM utiliza-se das ideias de Takens para detectar
se duas variáveis pertencem ao mesmo sistema dinâmico [8].

1https://cetesb.sp.gov.br/ar/qualar
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Com isso, dentro da temática desse método encontra-se o conceito de dimensão de imersão,
sendo o mesmo caracterizado como o comprimento/tamanho m do vetor de espaço de estados
“fantasma” que deve ser utilizado para reconstruir o espaço de fases original [4, 9]. A terminologia
“fantasma” se dá pois o vetor é topologicamente equivalente ao original, mas não é o mesmo [4].
A dimensão mı́nima de imersão para projetar corretamente uma variedade m−dimensional em um
atrator reconstruı́do é dada por d = 2m+1, em que m é a dimensão do espaço de estado do atrator
real subjacente. Na prática, d é determinado iterativamente calculando alguns invariantes [9].

Para determinação da dimensão de imersão do espaço de estados, foi utilizada a implementação
do método CCM disponı́vel no pacote rEDM, em linguagem de programação R [10]. Para os dados
de trabalho foram utilizados os dados de concentração de médias horárias de cada poluente (NO,
NO2, O3) do mês de outubro do ano de 2021 da estação Campinas-Taquaral. Essa escolha justifica-
se pelo fato de que esses dados foram a série temporal mensal completa mais atual disponı́vel no
QUALAR para a referida estação de monitoramento.

3 Resultados e Discussão

O resultado determinı́stico da dimensão de imersão ótima do espaço de estados revelado pelos
dados em questão é exibido na Figura 1. Analisando-a, nota-se um pico evidenciado no eixo das
ordenadas, cujo valor representa a correlação entre os dados reais e a predição realizada através de
funções especı́ficas presente no pacote rEDM, o que fornece alguma evidência de que a dimensão
de imersão ótima é 3. Vale ressaltar que tal valor ótimo nem sempre coincide ou corresponde a
dimensão do sistema original, pois a capacidade de previsão pode ser afetada por diversos fatores
relacionados aos dados [10]. Esse resultado preliminar carece de outras análises para confirmação.

Figura 1: Dimensão de imersão ótima do espaço de estados obtida através do pacote rEDM do R.
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4 Considerações Finais

Quanto a reconstrução do espaço de estados, ainda não se tem um resultado final a respeito.
Porém, mesmo que em caráter preliminar, através do método de mapeamento cruzado convergente
foi possı́vel determinar a dimensão ótima de imersão igual a 3. Esse resultado é promissor e contri-
bui com evidências que não permitem descartar que o modelo de equações diferenciais ordinárias
proposto é suficientemente completo para descrever a dinâmica do ciclo do ozônio troposférico.
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