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1 Introdução
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As desigualdades variacionais é tema muito utilizado em algumas áreas da
matemática quando queremos otimizar alguma coisa, portanto, sua aplicação é
muito recorrente, por exemplo, na matemática financeira e na fısica, na aplicação
do chamado problema de obstáculo. Então veremos mais adiante algumas dos
principais conceitos/ferramentas básicas necessárias para o entendimento e a
aplicação do problema de obstáculo, assim como, alguns resultados da pesquisa.

2 Conceitos Básicos

Começaremos vendo um exemplo expećıfico de desigualdade variacional que é
o problema de obstáculo.Resumidamente o problema de obstáculo consite em
encontrar a posição de equilıbrio de uma membrana elástica que está em cima
de obstáculo, então temos que encontrar a posição de equiĺıbrio que minimiza a
energia potencial envolvida nesse processo.Usaremos um exemplo teórico, defi-
niremos alguns conceitos matemáticos importantes e mais ao final um numérico
para ilustrarmos o que está acontecendo.

Exemplo Teórico- Caminho mais curto e equilıbrio da membrana, o com-
primento da curva e a área de superfıcie de uma função v pode ser representada
como:

∫
Ω

√
1 + |∇v|2 dµ (1)

Onde v entá em Ω, e Ω é um subconjunto de R ou R2.
Para minimizar o caminho representado acima, como já demonstrado na me-

todologia, é preciso encontrar uma função que minimize esta integral. Para isso,
vamos nos apropriar da Expansão de Taylor.

A Integral 1 pode ser escrita como:∫
Ω

√
1 + |∇v|2 = 1 +

1

2
|∇v|2 +O(|∇u|4)

Onde o último termo pode ser descartado para valores |∇u| pequenos. Ao
minimizar o funcional, o termo constante pode ser desconsiderado, pois não
afeta o problema de minimização, e (1) sendo suficiente apenas minimizar
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J(v) =
1

2

∫
Ω

|∇v|2 dµ

Ao restringir o conjunto de funções à aquelas entre dois obstáculos, fica evi-
dente que este problema corresponde à formulação do teorema com f ≡ 0.

Alguns conceitos são essenciais para a aplicação das desigualdades variaci-
onais e, portanto, o problema de obstáculo. A seguir veremos a definição de
alguns desses conceitos matemáticos.

Teorema do Ponto fixo de Banach

Definição: Seja R um subconjunto fechado do espaço métrico completo
(X,d). Se A:R → R é uma contração, então A possui um, e somente um,
ponto fixo em R.

Esse teorema é importante para mostrar que existe unicidade de solução
do probloema de obstáculo.

Desiguladade de Poincaré

Seja Ω ⊂ R aberto e limitado e seja f ∈ C1
C(Ω). Então existe uma constante

C que depende apenas de Ω.

∥u∥L2(Ω) ≤ C(n,Ω) · ∥∇u∥L2(Ω) ∀u ∈ H1
0 (Ω)

Espaço de Hilbert

Espaço de Hilbert é qualquer espaço vetorial que possua uma operação deno-
minada produto interno e cuja métrica gerada por esse produto interno o torne
um espaço completo em relação a norma,

||.|| = (., .)
1
2

O espaço L2 definido como o espaço das sequências de quadrados somáveis
é um importante exemplo de Espaço de Hilbert.

Exemplo Numérico

Agora utilizaremos um exemplo numérico para ilustrarmos o problema de
obstáculo.
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