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1 Introducao

Palavras-chave: (Desiguadade Variacional, Problema de obstédculo, unicidade
de solugéao)

As desigualdades variacionais é tema muito utilizado em algumas areas da
matematica quando queremos otimizar alguma coisa, portanto, sua aplicacao é
muito recorrente, por exemplo, na matematica financeira e na fisica, na aplicagao
do chamado problema de obsticulo. Entao veremos mais adiante algumas dos
principais conceitos/ferramentas bdsicas necessérias para o entendimento e a
aplicacao do problema de obstaculo, assim como, alguns resultados da pesquisa.

2 Conceitos Basicos

Comegaremos vendo um exemplo expecifico de desigualdade variacional que é
o problema de obstaculo.Resumidamente o problema de obstaculo consite em
encontrar a posigao de equilibrio de uma membrana eldstica que esta em cima
de obstéculo, entao temos que encontrar a posi¢ao de equilibrio que minimiza a
energia potencial envolvida nesse processo.Usaremos um exemplo tedrico, defi-
niremos alguns conceitos matematicos importantes e mais ao final um numérico
para ilustrarmos o que estd acontecendo.

Exemplo Tedrico- Caminho mais curto e equilibrio da membrana, o com-
primento da curva e a area de superficie de uma funcao v pode ser representada
como:

/Q\/l—i—Wv\Qdu (1)

Onde v entd em Q, e Q é um subconjunto de R ou R2.

Para minimizar o caminho representado acima, como ja demonstrado na me-
todologia, é preciso encontrar uma fun¢ao que minimize esta integral. Para isso,
vamos nos apropriar da Expansao de Taylor.

A Integral 1 pode ser escrita como:

1
/ VIF VP =1+ [ Vof? + O(|Vul')
Q

Onde o dltimo termo pode ser descartado para valores |Vu| pequenos. Ao
minimizar o funcional, o termo constante pode ser desconsiderado, pois nao
afeta o problema de minimizacao, e (1) sendo suficiente apenas minimizar



1
J(v):§/Q|Vv|2dp

Ao restringir o conjunto de fungbes a aquelas entre dois obstéaculos, fica evi-
dente que este problema corresponde a formulagao do teorema com f = 0.

Alguns conceitos sao essenciais para a aplicacao das desigualdades variaci-
onais e, portanto, o problema de obstaculo. A seguir veremos a definicao de
alguns desses conceitos matematicos.

Teorema do Ponto fixo de Banach

Definicao: Seja R um subconjunto fechado do espago métrico completo
(X,d). Se A:R — R é uma contragdo, entdo A possui um, e somente um,
ponto fixo em R.

Esse teorema é importante para mostrar que existe unicidade de solugao
do probloema de obstaculo.
Desiguladade de Poincaré

Seja © C R aberto e limitado e seja f € CL(Q). Entao existe uma constante
C que depende apenas de €.

lullz2() < C(n, Q) - [[Vullr20)  Vu € Hy(2)
Espaco de Hilbert

Espaco de Hilbert é qualquer espaco vetorial que possua uma operagao deno-
minada produto interno e cuja métrica gerada por esse produto interno o torne
um espago completo em relagdo a norma,

= (.,.)%

O espaco L? definido como o espaco das sequéncias de quadrados soméveis
é um importante exemplo de Espago de Hilbert.

Exemplo Numérico

Agora utilizaremos um exemplo numérico para ilustrarmos o problema de
obstéculo.



Exemplo Dado Q =] -~ 1,1, g =0, 6 = —k e f(z) = {

satisfaz —Au= f e —Au > f.
Considere os seguintes casos:

Encontre u que

Caso 1: Seja I' = +2 e o conjunto de coincidéncia dado por 2° =] — 2 2| e a funcdo u definida como:

L1 2.2 2
—ﬁ+§(1‘+§) se —lgl‘ﬁ—ﬁ
ur)=<¢ -k se —-2<zr<?
—E+ i+ )’ se 2<a<1
satisfaz a condigdo —Au = f. Mas ndo —Au > f
Caso 2: SejaI' = =1, +2 e o conjunto de coincidéncia dado por Q° =| — 2, —~1[U]L 2], e a funcdo v,
definida como:
r L1 2,2 2
—ﬁ+§(1+§) se _ISIS_E
& se —-%<zr<-1
L1 1,2 1 1
—ﬁ+§2(1+§) se ﬁﬁl‘g—i
_ 1, 82
uw) =9 —g+ 5@ ) s —j<T<y
1 1 142 1 1
—15 ta(z—3)° se 1ST<3
N -lse<d
1.1 2\2 2
L —ﬁ+§(r—§) se qgrgl
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