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Introducao

Neste trabalho, mostraremos que o preco de uma op¢éo de compra europeia € uma funcéo crescente
da volatilidade. Para isso, considere um mercado contendo um ativo livre de risco com prego S? =e" no
tempo t, taxa de juros r; e um ativo arriscado com preco S; no tempo t. Assumimos que S; € modelado por
um processo estocdstico (S;) que é solucdo da seguinte equacdo diferencial estocastica

em que u € R é o drift e (o(t)) é a volatilidade da acdo S;. Neste caso, o (t) é um processo adaptado com
respeito a filtracdo natural de (B;) satisfazendo a desigualdade 01 < o (t) < 05 para todo t € [0, T], com
O0<o1<o09.

Nesse contexto, considere uma opcdo de compra (call) europeia com maturidade T e prego de exercicio
(strike) K. Se o (t) = o para todo t (é constante), entdo o preco da call no tempo t é dado por C(t,S;), em
que a fungéo C(t,x) satisfaz

2,2 72
{%—E(t,x) + 22280 + x5S (6,0 -rCt,x) =0, t€[0,T), x>0 ©

C(T,x) = max{x-K, 0}

Denote por C; a funcdo C correspondendo ao caso o = oy, para i = 1,2. Mostraremos que o preco da
call no tempo 0 no modelo de volatilidade varidvel o (t) pertence a [Cq(0,Sg), C2(0,Sg)].

Metodologia

Para estudar esse problema, listamos alguns resultados preliminares. Comegamos apresentando o mod-
elo de Black-Scholes.

Seja S; um ativo arriscado e S? um ativo livre de risco tal que
ds? = rsPdt

em que r > 0 é a taxa de juros instantédnea.
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Definindo Sg = 1, temos que S? = e™. Assumimos que o preco da acdo é determinado pela equacio
diferencial estocéstica:
dSt - ‘Ust—dt + O'StdBt (3)

em que U > 0 é o drift, e o é a volatilidade da acio.

Teorema 1. A solucéo de (3) é dada por

o2
St:SOexp((,u—7)t+ aBt) @

O préximo resultado nos da uma solucgéo explicita para a precificagdo de opcées no modelo de Black-
Scholes.

Teorema 2. O valor da opgéo V; pode ser expressado como V; =F(t,S;), onde
F(t,x) =x®(dy) -Ke 9@ (dy)

para uma opgao de compra e
F(t,x) = Ke 0@ (=dy) - x®(~d)

para uma opcao de venda (put), em que ®(x),d; e dy sdo dadas por

t
1 2
() = — /2 g
© mJ_ooe ‘

In(x/K) + (r+ 02/2)6 In(x/K) + (r—-c2/2)6
— . dy=d;-ovV6o=
o8 2=ame o8

dy

Teorema 3 (Girsanov). Seja (6;) um processo adaptado satisfazendo f (")r 952 ds < oo g.c. e tal que o

processo (L;) definido por
t t
1
L =exp (—JO 6, dB, — 2 JO 952 dS)

Entfo, sobre a probabilidade P* com densidade Lt com respeito a P, o processo (W;) dado por

¢ um martingale.

t z . .
W; =B; + fo 0, ds é um movimento Browniano sobre (§;).

Teorema 4. Qualquer opcdo definida por uma varidvel aleatdria ndo negativa e Fr-mensuravel h em
L2(P*) é replicavel (no modelo de Black-Scholes).

O valor, no tempo t, de qualquer portfolio replicante é dado por

Vt = E* [e—r(T—t)h ‘ St]

Assim, o valor da opcédo em t pode ser naturalmente definido por E* [e‘r(T‘t)h \ St].

Resultados e Discussao

A demonstracéo é dividida em oito subprovas, comecando por seis lemas e, com esses lemas, vamos
mostrar que Cq(0,Sg) < Cy < Cy(0, Sp). Neste resumo, apresentamos um esbogo das demonstracoes.

XXXI Congresso de Iniciacdo Cientifica da UNICAMP - 2023 2



Lema 5. As func¢des x — C;(t,x), parai= 1,2, sdo convexas.

Demonstracdo. Usando a proposicdo 2 com C;(t,x) = F(t,x),

F ad ad
oF _ ®(dy) +x®' (dy) = —Ke 0’ (dy) =2
Jx Jx Jx
Calculando &’(d;), temos
K
/ =/
¢'(d)) =9 (dz)xere
Substituindo em % e derivando novamente,
o _ o)
ox%2  xo/6

Como a expressdo acima é positiva, a funcdo é convexa.

Lema 6. A solucdo da equacdo diferencial estocéstica

dSt = ‘Ulstdt ar U(t)stdBt

t t
1
S;=Sgexp| ut—= | o?@)ds+ | o(s) dB
2 0 0

Demonstracéo. Seja dS; = S;dY; com dY; = udt + o,dB;. Note que

t t
Yt:J uds+J o dBq
0 0

¢ dada por

Aplicando a férmula de It6 a S; = g(t, Y;) e comparando a dS; = S;dY;, temos o resultado.

Lema 7. Existe uma medida de probabilidade P* equivalente a IP sobre a qual o processo

t
Wt:Bt+J u_r dS
0

Os

é um movimento Browniano canénico sobre P*.

Demonstracgdo. Pela formula de It6, verificamos que

“u-r 1 (Y fp-r\2
Lt=exp(—f ‘u—st——f (,u ) ds)
o Os 2 Jo \ O

? obtemos o desejado.
S

¢ um martingale. Assim, aplicando o teorema de Girsanov a 6 =

Lema 8. O preco da call no tempo 0 é dado por

Co =E*[e7 T max{Sy-K, 0}]

Demonstracdo. Segue do Teorema 4 com t = 0.

~ ~ 2
Lema 9. Seja S, = e"'S,. Entio ]E*[Stz] <827t

)
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Demonstracido. Usando que dS; = uS,dt + 0;S,dB;, aplicamos a férmula de Itd a S; = g(t, S;), em que

g(t,x) = ex, e obtemos

dSt = gt[([.,b— T‘)dt + O‘tdBt] (6)

t (y. r)u

Como Wy =B; + du, temos que dS; = S;0,dW, e, assim, S; ¢ um P*-martingale.

Aplicando a férmula de It6 novamente e observando que d[S;,S;] = Stzatzdt, temos que
t
E*[87]=s2 +J E*[S2]02 du
0

Pela desigualdade de Gronwall,

Por fim, como o; < o, temos o desejado. O

Lema 10. O processo definido por

t

1 9C

Mt=J e a—l(u Su)oySy dwy,
O x

¢ um martingale sobre a medida de probabilidade P*.

Demonstracédo. Note que e'% é limitado, porque u > 0, r > 0, o, ¢ limitado por hipétese, e S, é
limitado (pelo lema anterior). Pelo Lema 5, sabemos que acl = &(d;) é limitado. Logo, M; é uma
integral de It6 e, assim, M; é um P*-martingale. O

Teorema 11. O processo (e C; (t,S;)) é um submartingale sobre P*. Além disso, C; (0, Sp) < Co.

Demonstracdo. Pela formula de It6,

ac acC a2cC
dX, = (—re_rtcl(t, Se) + e‘”a—tl(t, st)) de + e—”a—xl(t, SpdS; + %e‘” L (6,50 (ds)?

Substituindo dS; = uS,dt + 0,S,dB,, (dS;)? = GZSZdt e organizando, temos

a ac 32¢C
dX, = et (—rCl(t, S) + —=t (t SO+ S (t Sy + o2s? s L, st))
0Cy

)
+ e—” (t S0 .S;dB;

Da demonstracdo do Lema 9, sabemos que 0;dB; = 0,dW;— (u—r)dt. Assim,
ac +0C
eTt=L o L(t,8)S,0,dB, =e” —1(t, S)S, (0 dW, — (u—r)db)
e &
_rthSta—l(t, S)AW, —e S, (u - r) (t Spdt
X
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Substituindo (8) em (7),
2
dX, =€t (—rCl(t,St)+%(t,St)+rSta (t,Sy) + 1 fsf aa - (t, st))

acC
+ e_rta_xl (t, St)O'tStth

Agora €screvemos

ac ac ,8%C
dxt:e—rt(_rcl(t,st)+ Lt s) + St (t st)+2 252 — L, st))

1 le
+ 5e—”(at2 2)s S S)dt+e —1(t, S0 S, AW,
X

t a 2
Pela equacao (2), temos

_1 —rt 2 82
dXt—2 (a - )St 2

+0C

L, spdt+e™=1(t,8,)0,S.dW, 9)
dx

Como Cj (t,x) é uma funcéo convexa de x (pela Lema 5), a (t St) > 0, e usando que o' (t) > o1,

3%C
=2 &S0 > 0.

temos que (at —0%) > 0. Portanto, Ee‘”(at —a%)S?

Pelo Lema 10, te‘”‘&(u,s )o,S, dW,, é um P*-martingale. Assim, E*[X; | §,] = X,.
0 ox u/% u u u t u u

Por fim, pelo Lema 8,

¢70C1(0,S0) = C1(0,S0) <E*[e7TC1(T,S1) | Fol=Co

Teorema 12. Cy < C5(0, Sg).

Demonstracdo. Andloga a ultima demonstracfo. Verificamos que e Cy(t,S;) é um supermartingale
e, assim, Cy = E*[e7TCy(T,St) | Fol < C2(0,Sp). O

Combinando os ultimos dois teoremas, temos que C; (0, Sp) < Cy < C5(0, Sp), como queriamos.

Conclusoes

Mostramos que o preco de uma opc¢éo de call europeia no tempo 0 no modelo de volatilidade varidvel
pertence ao intervalo [C1 (0, Sg), C2(0,Sg)]. De fato, o preco da op¢do de compra é uma fungio crescente
da volatilidade.
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