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Introducao

Este texto tem como objetivo tratar dos principais assuntos abordados durante a realizagao do projeto
de iniciagao cientifica e que serdo abordados na apresentacao durante o Congresso de Iniciagdo Cientifica da
UNICAMP.
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2.1

Assuntos Principais

EDOQO’s Lineares: Analise Qualitativa
Nesta secao o objetivo principal é a analise qualitativa de sistema lineares 2 x 2 do tipo:
dx
— = A.7
dt

Observa-se que A = (

a1l @12

a21 G22

Cabe dizer que as anélises realizadas foram divididas em alguns casos:

1.
2.

grok W

Autovalores distintos e de sinais opostos;
Autovalores distintos e de mesmo sinal;
Autovalores complexos com parte real nao nula;
Autovalores imaginérios puros;

Autovalores idénticos:

a. Existéncia de apenas 1 autovetor LI;

b. Existéncia de 2 autovetores LI.

- 1
, onde a;; representa uma constante, e que ¥ = .
T
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A anélise qualitativa de cada um dos itens anteriores foi estudada, de forma detalhada. Em resumo, nos
casos 1, 2, ba a analise qualitativa foi baseada na observacao das solugoes gerais de cada um dos itens, onde
foram analisados os comportamentos quando o parametro ¢ — 4oo considerando as condig¢oes iniciais sobre
as retas colineares aos autovetores (ou autovetor generalizado no caso 5a) ou fora delas. Ja no caso 5b, o
comportamento qualitativo também foi baseado na observagao da solucao geral, com a diferenga de que agora
o comportamento dela foi analisado apenas com base na posi¢ao das condig¢oes iniciais. Nos casos 3 e 4 foi
feita uma mudancga para coordenadas polares que facilitaram bastante a analise do problema. Cabe dizer
que na maioria dos casos foi necessaria a realizagao de uma mudanga de base no sistema original a fim de se
obter melhores resultados qualitativos.

Ou seja, com excecao do caso bb, em todos os outros itens, durante a analise qualitativa, foi necessario
fazer uma mudanca de base no sistema (1). Nos itens 1 e 2 foi realizada uma mudanca de base para a base dos
2 autovetores LI; ja no caso 3 e 4 foi realizada a mudanga para a base B = {Re(v), Im(v)}, onde v é um dos
autovetores complexos; No caso Ha a mudanga foi feita para a base do autovetor e do autovetor generalizado.
Nos casos 1, 2 e ba a mudanga de base foi essencial para a verificar se as retas colineares aos autovetores
(ou autovetor generalizado) eram assintotas, ou nao, para as solugdes do sistema linear. J4 nos casos 3 e 4
a mudanca de base foi realizada apenas pela maior facilidade da analise qualitativa do comportamento das
solugoes.

2.2 Aplicagoes

No projeto também foram realizadas analises detalhadas do seguintes problemas:

2.2.1 Competicao entre as Espécies

O sistema de EDQO’s que descreve as populagoes de 2 espécies, em ambiente fechado, que competem por
um mesmo alimento limitado é dado por:

dl’l
W =1 - (61 — 011 — Ozll'g)
(2)
dzs (€2 — o2xa — aox1)
= X9 - —_— —_—
dt 2 2 242 241

Onde x; e x5 representam, respectivamente, a densidade das populagoes das espécies 1 e 2 no ambiente
fechado; por esse motivo, considera-se sempre 1 > 0 e zo > 0. As constantes €; e €5 representam as taxas de
crescimento das populagoes caso nao haja algo que limite seus crescimentos. J4 as quantidades ;—11 e ;—22 S840 as
taxas de saturagao, respectivamente, das populacoes 1 e 2 considerando que cada uma delas esta isolada em
algum ambiente. Por fim, a; e as representam, respectivamente, a interferéncia da espécie 2 sobre a espécie
1 e a interferéncia da espécie 1 sobre a espécie 2. Cabe ressaltar que, durante o projeto, houve a preocupagao
de explicitar o raciocinio para se chegar no sistema (7).

2.2.2 Predador-Presa

O sistema de EDO’s, de Lotka-Volterra, que descreve a presenga de um predador e uma presa em um
ambiente fechado é dado por:

dl’l
E:xl-(a—am)
(3)
@:x (—cH+yzx1)
di 2 et

Onde « e 7y representam o grau de interagao entre as espécies consideradas(Predador e Presa), a representa
a taxa de crescimento da populagao de presas e ¢ é a taxa de morte da populagao de predadores. Note que
pelo mesmo motivo do sistema (7), 1 e x5 sdo sempre ndo negativos no sistema (3). Ressaltasse que, durante
o projeto, foram explicitadas as hipoteses consideradas para se chegar no sistema (3).

2.3 O Segundo Método de Liapunov

No presente projeto o Segundo Método de Liapunov foi utilizado para a analise qualitativa da estabilidade
de sistemas localmente lineares.
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Veja a seguir algumas defini¢bes importantes e um dos teoremas de Lyapunov presentes no livro Equagdes
Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno de Boyce e Diprima:

Seja o sistema auténomo:

Defini¢oes

e Positiva Definida: V é positiva definida em D se V' (0,0) =0 e V(z,y) > 0, V(x,y)# (0,0) €
D;

e Negativa Definida: V é negativa definida em D se V(0,0) =0e V(z,y) < 0, V(x,y)# (0,0) €
D;
Obs.: se, nas definigoes acima, < e > forem substituidos por < e >, teremos as defini¢oes de
Negativa Semidefinida e Positiva Semidefinida.

Teorema da Estabilidade de Liapunov

Suponha que o sistema auténomo (4) tenha um ponto critico isolado na origem. Se existir uma fungao
V que é continua, com derivadas parciais de primeira ordem continuas, positiva definida e para qual a
funcdo V, dada por V (z1,x2) = Vi, (21, 22) - F(x1, 22) + Vi, (@1, 22) - G(21, 22), é negativa definida em
algum dominio D no plano xy contendo (0,0), entao a origem sera um ponto critico assintoticamente
estavel. Se V for negativa semidefinida, entdo a origem sera um ponto critico estavel.

Veja na proxima segao dois exemplos simples de aplicagao do teorema de estabilidade acima.

2.3.1 Exemplo

1-) Mostre que o sistema:
d$1

P R
5
e (5)
E = —2.T1ZL‘2 — 1'2
possui ponto critico (0,0) assintoticamente estavel.

Solugao:
e Pontos Criticos: O tnico ponto critico é o (0,0)

e Encontrando a funcao de Lyapunov adequada:

Procurando uma fungao do tipo V(x1,22) = a - 23 +b- 23, tem-se que V ¢ positiva definida desde que
a e b sejam positivos. Além disso:

. 2. a=b=1/2
V(z1,x2) = 2ax1 - (71? + leg) + 2bxy - (72:@1'2 — L‘g) :>/

V(zy,z9) = —af — 2322 — 23 <0, V (z1,22) # (0,0), e V(0,0)=0 (6)
Logo, como V(z1,22) = 5 - (v + 23) ¢é positiva definida e V(x1,22) = —2} — 2223 — 24 ¢ negativa
definida, temos pelo Teorema da Estabilidade de Liapunov que o ponto critico (0,0) é assintoticamente
estavel.
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2-) Mostre que o sistema:

d
% = a3 + 23
! (7)
dﬂ = — 927,72
a2

possui ponto critico (0,0) estéavel.
Solugao:

e Pontos Criticos: O tnico ponto critico é o (0,0)

e Encontrando a funcéo de Lyapunov adequada:

Procurando uma fungao do tipo V(z1,72) = a - 23 + b - 23, tem-se que V é positiva definida desde que
a e b sejam positivos. Além disso:

V(xy,z0) = 2axy - (—x5 + 223) + 2bxy - (—22122) =
V(Cﬁl,l‘z) - 72%411 <0, V (xlaxQ) # (030), € V(0,0) =0 (8)
Logo, como V (1, ) = 23 4+ x3 ¢ positiva definida e V(z1,22) = —2z7 é negativa semidefinida, temos

pelo Teorema da Estabilidade de Liapunov que o ponto critico (0,0) é estavel.

3 Referéncias

e A referéncia principal dos temas presentes neste resumo foi:

[1] Equagoes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno, 112Edigao, Boyce, Diprima
e Meade.
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