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INTRODUCAO

Neste projeto, estudamos os fundamentos da teoria ergédica, com o objetivo de aplici-la a problemas
de teoria dos niimeros. Os dois resultados tedricos principais sao o Teorema da Recorréncia de Poincaré
e o Teorema Ergddico.

METODOLOGIA

A metodologia deste projeto consistiu em estudar e consultar referéncias variadas, listadas ao final
deste resumo, reescrevendo e completando as demonstragoes e argumentos e fazendo exercicios. Foram
realizadas reunioes semanais com o orientador para discutir os resultados, tirar duvidas e planejar os
préximos passos.

DISCUSSAO

Neste projeto, um sistema dindmico ¢ uma 4-upla (M, A, i, f) ou (M, A, i, (f*)ier), em que M ¢é
um conjunto munido de uma topologia (e, possivelmente, de uma estrutura diferencidvel), A uma o-
algebra de subconjuntos de M ditos mensuraveis e y uma medida; no primeiro caso, chamado sistema
dindmico discreto, f: M — M é uma fungao (geralmente continua) e, no segundo caso, chamado
sistema dinamico continuo, f*: M — M é um fluxo em ¢ (geralmente diferencidvel) [5].

A existéncia de uma medida permite desenvolver uma teoria de integracao em contextos variados,
generalizando as nogoes de densidade, volume e probabilidade, conceitos de grande importancia para
o estudo de sistemas dindmicos [1, 2].

A integral em espagos de medida é bem comportada com respeito aos limites e & convergéncia. Os
teoremas classicos a seguir sao caracterizacoes bastante uteis dessas propriedades, empregadas ao
longo do projeto.

Teorema 1 (Teorema da Convergéncia Mondétona). Seja (fy), fn: M — [0,+00], uma sequéncia
mondtona crescente de fungées mensurdveis que converge pontualmente para f: M — [0,4o00]. Logo,

f € mensurdvel e
[ tan= [ 5.an
n—oo

Teorema 2 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,.), fn: M — R, uma sequéncia de fungoes
integrdveis que converge pontualmente a funcao f: M — R. Se existe uma func¢ao integrdvel g tal que



|fnl < g, entdo f € integrdvel e
[ ran=tim [ f.d
n— oo

Para o resultado a seguir, considere M = R"™, A a o-dlgebra de Borel (a o-dlgebra gerada pelos abertos
da topologia) de R™ e u a medida de Lebesgue em R™.

Teorema 3 (Teorema da Derivacao de Lebesgue). Seja f: M — R uma fung¢do localmente integrdvel,
isto €, tal que fxxi € integrdavel para todo compacto K C R™.

Se B(x,r) representa a bola aberta de centro x € R™ e raio r > 0, entdo

1

liy s /B ) = S lduty) =0

para quase todo ponto x € R™. Em particular,

1
lim —————~ dp =
Tl_I}r(l) M(B(Xa T)) /B(x,'r) f a f(X)

para quase todo ponto x € R™.

No que segue, fixe M um espago topolégico (com, possivelmente, alguma estrutura adicional, isto é,
uma métrica ou uma estrutura diferencidvel). O conceito mais bdsico na teoria ergédica é o de medida
invariante.

Definicao 4. Seja f: M — M um sistema dinamico discreto. Uma medida p € dita invariante por
f (ou f preserva u) se, para todo mensurdvel E,

W(E) = u(f A (F)) VE € A
Se (fY)ier € um sistema dindmico continuo, entdo u € invariante por (f1)ier se

W(E) = u(fH(E)) YE € A, vt eR.

O primeiro importante teorema deste projeto é o Teorema da Recorréncia de Poincaré, que garante
que, na presenca de uma medida invariante, a transformacao quase sempre regressa a regiao inicial, no
sentido precisado abaixo. E um resultado com muitas consequéncias tedricas importantes e aplicagoes
variadas. A dinamica dos pontos que regressam & regiao inicial, chamados recorrentes, essencialmente
captura a complexidade da dindmica do sistema [4].

Teorema 5 (Teorema da Recorréncia de Poincaré). Seja f: M — M uma transformagao mensurdvel
e i uma medida invariante finita. Seja E € A tal que u(FE) > 0. Portanto, quase todo ponto x € E
possui algum iterado f"(x) que pertence a E. Tais pontos sao chamados recorrentes.

Corolario 6. Nas condicoes do Teorema da Recorréncia, para quase todo x € E, existem infinitos
naturais n tais que f*(x) € E.

As consequéncias do Teorema da Recorréncia foram analisadas para alguns casos relevantes.

Considere, por exemplo, a transformagao parte fracionaria de 10z, isto é,
f:10,1] = [0,1], f(z) =10z — |10x],

e a medida de Lebesgue m em [0, 1]. Estudando a acéo de f em intervalos, que geram a o-dlgebra de
Borel de [0, 1], é possivel constatar que m é invariante por f. Assim, em conjuntos de medida positiva
em [0,1], vale o Teorema da Recorréncia. Com essa informagio, é possivel demonstrar resultados
surpreendentes a respeito da expansdo decimal de niimeros entre 0 e 1. De fato, se a € [0,1] e
a = 0,a1aza;3 ... é sua expansao decimal, segue que

f(O, ajasas . . ) = 0, aza304 . . .,

isto é, f funciona como o shift & esquerda em sequéncias unilaterais.



Teorema 7. Um digito i € {0,...,9} qualquer aparece infinitas vezes na expansdo decimal de quase
todo nimero x € [0, 1].

Um outro exemplo importante é a medida de Lebesgue m em R™: com a férmula de mudanga de
variaveis para a integral de Lebesgue, é possivel caracterizar os campos vetoriais que preservam volume
2, 3].

Teorema 8. Um difeomorfismo de classe C' f: U — U deiza invariante a medida de Lebesgue se, e
somente se |J¢| =1, isto é, o determinante jacobiano de f € constante e igual a 1. Disso seque que o
fluro (f*)ier associado a um campo vetorial F: U — U de classe C* deiza invariante o volume se, e
somente se, div F' =0 (isto é, o divergente de F' € igual a 0).

Por fim, um exemplo de grande relevancia para a teoria dos nimeros. A transformacido de Gauss,
G: (0,1] — (0,1], G(z) = 1/x — |1/x], preserva a medida

1 1
F) = —d
W) = o [ 1 Ao

equivalente & medida de Lebesgue (as duas medidas possuem os mesmos conjuntos de medida nula).
A transformacao de Gauss estd associada a expansao de um numero em fragao continua, a melhor
aproximagao racional possivel de um ntimero irracional.

A anilise de um sistema dindmico a partir da perspectiva da teoria ergédica exige inicialmente uma
medida invariante a transformagao. Portanto, o problema da existéncia de medidas invariantes é
primordial nessa area da matemaética e, por isso, foi estudado em seguida.

Teorema 9. Seja (M,d) um espago métrico compacto e f: M — M uma fungdo continua (um
sistema dindmico discreto). Entao, existe uma probabilidade invariante por f na o-dlgebra de Borel
de M. O mesmo resultado vale considerando um fluzo de fungdes continuas (um sistema dindmico
continuo).

A estratégia para demonstrar o teorema consiste em definir uma topologia conveniente no espaco
das probabilidades borelianas em M, denotado M1 (M), construir uma fungao continua adequada no
espago de tais probabilidades com respeito a essa topologia, e encontrar um ponto fixo, que é, por sua
vez, a medida invariante desejada [4, 5].

A topologia 7 em questdo é a topologia fraca* em M;j(M) no espaco das probabilidades borelia-
nas, instancia particular de uma construcao importante em anélise funcional. Nesse caso, 7 é bem
comportada, e herda as propriedades de M: (M;(M),7) é metrizdvel e compacto; em particular, é
sequencialmente compacto.

A funcao continua em questao, cujos pontos fixos correspondem a medidas invariantes, é também
uma instancia de um conceito importante de andlise funcional, o pushforward; com o pushforward
em maos, é possivel definir uma sequéncia de medidas cujos pontos de acumulacao sao precisamente
medidas invariantes por f.

O segundo resultado central estudado neste projeto foi o Teorema Ergddico, que afirma que as médias
temporais de permanéncia num conjunto mensuravel existem para quase todo ponto de partida.

Definigao 10. Seja E C M um subconjunto mensurdvel e x € M. Para cada n € N, defina
1 ) 1 n—1 )
T(B,2) =~ {j€{0,....n—1}: f/(z) € B} = ~ > xe(f (@),
§j=0

em que | X| € a cardinalidade do conjunto X. Se lim,,_,o 7, (E, x) existe, entdo

7(E,z) = lim 7,(F,x)

n—oo
€ chamado tempo médio de permanéncia da orbita de x em E.

Teorema 11 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Seja f: M — M wma transformagdo mensurdvel
e pu uma probabilidade invariante por f. Dado qualquer mensurdvel E C M, o tempo médio de



permanéncia T(F, x) existe para p-quase todo x € M e
[ B2 dutw) = ()

Os sistemas nos quais o tempo médio de permanéncia num dado conjunto mensuravel é igual & média
espacial (medida do conjunto mensuravel) sdo chamados ergédicos e o principal objeto de estudo da
teoria ergédica [5].

Definicao 12. Uma transformacao f: M — M ¢€ dita ergddica com respeito a wma probabilidade
invariante p quando suas médias temporais coincidem quase todo ponto com as médias espaciais.
Mais precisamente, f € ergddica com respeito a p se

n—00 N 4

n—1
lim lZ:w(fj(w)) Z/wdu
7=0

para toda fungdo p-integrdavel ¢: M — R e p-quase todo ponto x.

O conceito de ergodicidade encapsula matematicamente uma certa nogdo de uniformidade e aleato-
riedade, no sentido de que o comportamento ao longo do tempo de uma condicao inicial especifica
captura a dinamica de todo o sistema. Assim, os sistemas ergddicos sao essencialmente irredutiveis e
compoOem enquanto atomos os sistemas dindmicos. Uma das grandes conquistas da teoria de sistemas
dindmicos, o Teorema da Decomposi¢ao Ergddica, formaliza essa ideia [4].

As transformacoes que preservam medidas mencionadas anteriormente também sao exemplos de trans-
formagoes ergddicas.

Em particular, a expansdo decimal f: [0,1] — [0,1], f(z) = 10z — |10z], que preserva a medida
de Lebesgue, é uma transformacao ergddica. Usando o Teorema FErgddico, é possivel extrair mais
conclusoes surpreendentes sobre a expansao decimal dos niimeros reais.

Teorema 13. Um nidmero x € (0,1) € dito balanceado se os digitos 0,...,9 aparecem com igual
frequéncia em sua expansdo decimal. Seque da ergodicidade de f com respeito a medida de Lebesgue
m que quase todo ponto x € (0,1) € balanceado.

A primeira aplicacido estudada da teoria ergédica em teoria dos nimeros é uma demonstragao al-
ternativa do importante Teorema de Szmerédi, que diz respeito a progressoes aritméticas em certos
subconjuntos de Z.

Definigao 14. Um intervalo I em Z é um conjunto da forma
I={ze€Z:a<z<b}

com a < b numeros inteiros. A densidade superior de um subconjunto S C Z € o numero real entre 0
el

. |SNI|
lim sup ,

em que o limite superior € tomado com respeito a todos os intervalos de Z.
Teorema 15 (Teorema de Szmerédi). Se S é um subconjunto de Z com densidade superior positiva,

entao S possui progressoes aritméticas de comprimento arbitrdrio; mais precisamente, para todo k € N,
eristem m,n € Z tais que m,m+n,...,m+ kn € S.

A demonstragao ergédica do teorema acima emprega uma generalizagao sofisticada do Teorema da
Recorréncia de Poincaré, descrita a seguir [5].

Teorema 16. Sejam f;: M — M, i=1,2,...,k transformacoes que preservam uma probabilidade
em M e tais que f;o f; = fjo fi para todo i,5 =1,2,..., k. Entdo, para qualquer mensurdvel E C M
tal que p(E) > 0, existe algum n > 1 tal que

pENFTE)N L E) -0 f " (B)) > 0.



O segundo resultado de teoria dos nimeros que pode ser derivado com as ferramentas da teoria
ergddica, em particular do estudo de rotagoes em toros de dimensao arbitraria, é o chamado Teorema
de Weyl, com o qual finalizamos este projeto.

Definicao 17. Uma sequéncia x, € S' é dita equidistribuida se para qualquer funcdo continua
p: ST = R tem-se
1 n
nlgr;oﬁ;w(mj) :/wdu-
=

Teorema 18 (Teorema de Weyl). Seja P o polinémio descrito por
P(z)=ao+ a1z + -+ apz™.

Se ao menos um dos coeficientes agp, a1, ...,a, € irracional, entdo a sequéncia x,, = {P(n)}, em que
{z} indica a proje¢do do mimero real x em S* = R\ Z, € equidistribuida.

CONCLUSAO

Este projeto permitiu ao aluno ter contato com varios métodos e resultados relevantes da teoria
ergddica, desenvolvendo boa intuicao e interesse por essa importante area da matematica. O aluno
pretende ingressar no mestrado em Matematica na drea de sistemas dindmicos, com enfoque em teoria
ergbdica.
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