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1 Introdução

Neste trabalho estudamos os difeomorfismos 𝑓 : 𝑆1 → 𝑆1 que são de Morse-Smale.

Vamos a mostrar, seguindo o trabalho de Oka e Sumi [1], que estes difeomorfismos são

conjugados a um difeomorfismo da forma

𝑓𝑤,𝜖,𝑛(𝑥) = 𝑥+ 𝑤 +
𝜖

2𝜋
sin(2𝑛𝜋𝑥) mod(1)

em que 𝑤 ∈ (0, 1), 𝜖 ∈ (0, 1) e 𝜖𝑛 ∈ (0, 1).

2 Metodologia

Como estudaremos objetos definidos sobre os círculo 𝑆1, começamos observando que

vamos identificar 𝑆1 com o seguinte conjunto

𝑆1 = {𝑧 ∈ C, |𝑧| = 1},

Seja 𝑓 : 𝑆1 → 𝑆1 um difeomorfismo e 𝐹 : R → R o seu levantamento, isto é, se 𝜋 : R → 𝑆1

dado por 𝜋(𝑥) = 𝑒2𝜋𝑖𝑥 é a projeção canônica, então 𝜋 ∘ 𝐹 = 𝑓 ∘ 𝜋.

A seguir listamos a definição de alguns conceitos relevantes.
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• Um difeomorfismo 𝑓 : 𝑆1 → 𝑆1 preserva orientação se 𝐹 ′ > 0.

• Um ponto periódico de 𝑓 é um ponto 𝑝 ∈ 𝑆1 tal que existe um𝑚 ∈ N (chamado período)

satisfazendo 𝑓𝑚(𝑝) = 𝑝. Denotamos por 𝑃𝑒𝑟(𝑓) ao conjunto dos pontos periódicos.

• Seja �̃� ∈ R tal que 𝜋(�̃�) = 𝑝 então dizemos que

– 𝑝 é um sumidouro, se 0 < |(𝐹𝑚)′(𝑥)| < 1,

– 𝑝 é uma fonte, se |(𝐹𝑚)′(𝑥)| > 1.

Definição 1. Um difeomorfismo 𝑓 : 𝑆1 → 𝑆1 é dito um difeomorfismo de Morse-Smale se

𝑃𝑒𝑟(𝑓) é não vazio e consiste de fontes ou sumidouros.

Assuma que 𝑓, 𝑔 : 𝑆1 → 𝑆1 são dois difeomorfismos e que existe um difeomorfismo

ℎ : 𝑆1 → 𝑆1 tal que 𝑓∘ℎ = ℎ∘𝑔. Então dizemos que 𝑓 e 𝑔 são topológicamente conjugados.

Por outro lado, também temos a seguinte definição.

Definição 2. Um difeomorfismo 𝑓 : 𝑆1 → 𝑆1 é dito estruturalmente estável se existe uma

𝐶1 vizinhança 𝑈 de 𝑓 tal que para 𝑔 ∈ 𝑈 temos que 𝑓 e 𝑔 são conjugados.

Teorema 1. Um difeomorfismo de Morse Smale é estruturalmente estável

Demonstração. Teorema 15.3 [Devaney]

O conjunto de difeomorfismos 𝑓𝑤,𝜖,𝑛 que tem por levantamento as funções

𝐹𝑤,𝜖,𝑛(𝑥) = 𝑥+ 𝑤 +
𝜖

2𝜋
sin(2𝑛𝜋𝑥),

isto é 𝑓𝑤,𝜖,𝑛 = 𝜋(𝐹𝑤,𝜖,𝑛), em que 𝑤 ∈ (0, 1), 𝜖 ∈ (0, 1) e 𝜖𝑛 ∈ (0, 1) é chamada de Familia

Padrão.

Neste trabalho, seguimos o artigo de Oka e Sumin [2] para mostrar que

Teorema 2. Todo difeomorfismo de Morse-Smale que preserva orientação é topológica-

mente conjugado a um difeomorfismo de Morse-Smale que pertence à familia padrão.

3 Resultados obtidos

Nesta parte vamos fazer a demostração detalhada do Teorema 2 seguindo o trabalho de

Oka e Sumi [2].

Primeiramente observamos que dois difeomorfismos são conjugados se tem a mesma

cardinalidade de pontos periódicos. De fato, se assumimos que 𝑓 e 𝑔 são difeomorfismo de

Morse-Smale que preservam orientação e tais que 𝑃𝑒𝑟(𝑓) e 𝑃𝑒𝑟(𝑔) são iguais. Considere

os conjuntos,

𝑆𝑓 = 𝑠1, 𝑠2, · · · , 𝑠𝑞 e 𝑆𝑔 = 𝑠′1, 𝑠
′
2, · · · , 𝑠′𝑞,
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formados pelos sumidouros de 𝑓 e 𝑔 respectivamente, lembrando que, por definição, temos

que 𝑓(𝑆𝑓 ) = 𝑆𝑓 e 𝑔(𝑆𝑔) = 𝑆𝑔.

Para cada ponto 𝑥 ∈1 vamos denotar o ponto 𝑥* como sendo o ponto em R satisfazendo

0 ≤ 𝑥* < 1 e 𝜋(𝑥*) = 𝑥 em que 𝜋 a projeção de R → 𝑆1. Podemos assumir que 𝑠*1 < 𝑠*2 <

· · · < 𝑠*𝑞 e 𝑠*
′

1 < 𝑠*
′

2 < · · · < 𝑠*
′

𝑞 .

Vejamos que 𝑓 é topologicamente conjugado a 𝑔 se 𝑓(𝑠1) = 𝑠𝑝+1 e 𝑔(𝑠′1) = 𝑠′𝑝+1 para 0 ≤ 𝑝 ≤
𝑞 − 1 fixo.

Assuma que 𝑓 é de tipo Morse-Smale e seja 𝑈𝑓 = (𝑢1, 𝑢2, · · · , 𝑢𝑞) sendo o conjunto de

fontes de 𝑓 , então podemos supor que 𝑠*𝑖 < 𝑢*
𝑖 < 𝑠*𝑖+1 para 𝑖 = 1, ..., 𝑞. Aqui assumimos que

𝑠*𝑞+1 = 𝑠*1 + 1. Sendo 𝑓 : 𝑆1 → 𝑆1 que preserva orientação, todos os pontos periódicos vão

ter o mesmo período, 𝑚 > 0. Então a órbita de 𝑓 será dada por

𝑂𝑓 (𝑢𝑖) = {𝑓 𝑗(𝑢𝑖)}𝑚−1
𝑗=0 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 1}.

A variedade instável de 𝑢𝑖, 𝑖 = 1 . . . 𝑞, é definido por

𝑊 𝑢(𝑓, 𝑢𝑖) = {𝑥 : lim
𝑛→−∞

𝑓𝑚𝑛(𝑥) = 𝑢𝑖} = 𝜋(𝑠*𝑖 , 𝑠
*
𝑖+1).

Podemos então considerar 𝑆1 = ∪𝑞
𝑖=1𝑊

𝑢(𝑓, 𝑢𝑖)∪𝑆𝑓 , isto é, como a união de todos os conjun-

tos instáveis com os conjuntos de pontos de sumidouros. Agora podemos também definir

as mesmas coisas para 𝑔 considerando 𝑈𝑔 = {𝑢′
1, · · · , 𝑢′

𝑞} o conjunto de fontes de 𝑔.

Se fixarmos um valor qualquer para 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞 então

𝑊 𝑢(𝑓,𝑂𝑓 (𝑢𝑖)) =
𝑚−1⋃︁
𝑗=0

𝑊 𝑢(𝑓, 𝑓 𝑗(𝑢𝑖))

analogamente para 𝑔. O conjunto 𝑊 𝑢(𝑓,𝑂𝑓 (𝑢𝑖)) e 𝑊 𝑢(𝑔,𝑂𝑔(𝑢
′
𝑖)) são invariantes em 𝑓 𝑔

respectivamente pois temos que

𝑓(𝑊 𝑢(𝑓,𝑂𝑓 (𝑢𝑖))) = 𝑊 𝑢(𝑓,𝑂𝑓 (𝑢𝑖) e 𝑔(𝑊 𝑢(𝑔,𝑂𝑔(𝑢
′
𝑖))) = 𝑊 𝑢(𝑔,𝑂𝑔(𝑢

′
𝑖)).

Fixamos quatro pontos arbitrários tais que

𝑎 ∈ 𝑃 ((𝑠*𝑖 , 𝑢
*
𝑖 )), 𝑏 ∈ 𝑃 ((𝑢*

𝑖 , 𝑠
*
𝑖+1)), 𝑎′ ∈ 𝑃 ((𝑠*

′

𝑖 , 𝑢
*′
𝑖 )) e 𝑏′ ∈ 𝑃 ((𝑢*′

𝑖 , 𝑠
*′
𝑖+1)).

Como 𝑢𝑖 𝑒 𝑢
′
𝑖 são fontes com o mesmo período 𝑚 > 0 para 𝑓 e 𝑔 respectivamente, temos

[(𝑓𝑚(𝑎))*, 𝑎*] ∪ [𝑏*, (𝑓𝑚(𝑏))*] ⊂ (𝑠*𝑖 , 𝑠
*
𝑖+1) e [(𝑔𝑚(𝑎′))*, 𝑎

′*] ∪ [𝑏
′*, (𝑓𝑚(𝑏′))*] ⊂ (𝑠*

′

𝑖 , 𝑠
*′
𝑖+1).

Seja 𝜑 : 𝜋([(𝑓𝑚(𝑎))*, 𝑎*]∪ [𝑏*, (𝑓𝑚(𝑏))*]) → 𝜋([(𝑔𝑚(𝑎′))*, 𝑎
′*]∪ [𝑏

′*, (𝑓𝑚(𝑏′))*]) sendo um home-

omorfismo tal que:

𝜑(𝑎) = 𝑎′ , 𝜑(𝑓𝑚(𝑎)) = 𝑔𝑚(𝑎′) , 𝜑(𝑏) = 𝑏′ , 𝜑(𝑓𝑚(𝑏)) = 𝑔𝑚(𝑏′)
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Considere 𝐷 = 𝜋(([𝑓 *𝑚 (𝑎), 𝑎*] ∪ [𝑏*, 𝑓 *𝑚 (𝑏)])) e escrevemos 𝑊 𝑢(𝑓, 𝑢𝑖)/{𝑢𝑖} como a união

disjunta

𝑊 𝑢(𝑓, 𝑢𝑖)/{𝑢𝑖} =
⋃︁
𝑘∈𝑍

𝑓𝑚𝑘(𝐷).

Portanto, podemos construir ℎ̃𝑖 : 𝑊
𝑢(𝑓, 𝑢𝑖) → 𝑊 𝑢(𝑔, 𝑢′

𝑖) tal que ℎ̃𝑖(𝑥) = 𝑔𝑚𝑘 ∘ 𝜑 ∘ 𝑓−𝑚𝑘(𝑥)

com 𝑥 ∈ 𝑓𝑚𝑘(𝐷) para 𝑘 sendo um número inteiro e ℎ̃(𝑢𝑖) = 𝑢′
𝑖. Como 𝑊 𝑢

𝑓 (𝑢𝑖) e 𝑊 𝑢
𝑔 (𝑢

′
𝑖)

tem a mesma cardinalidade, então ℎ̃(𝑥) é bijetora e como ℎ̃(𝑥) é contínua e com inversas

contínuas, de onde segue que ℎ̃ é um homeomorfismo.

Definimos ℎ𝑖 : 𝑊
𝑢
𝑓 (𝑂𝑓 (𝑢𝑖)) → 𝑊 𝑢

𝑔 (𝑂𝑔(𝑢
′
𝑖)) com ℎ𝑖(𝑥) = 𝑔𝑗 ∘ ℎ̃𝑖 ∘𝑓−𝑗(𝑥) e observamos que

𝑓 |𝑊 𝑢
𝑓 (𝑂𝑓 (𝑢𝑖)) e 𝑔|𝑊 𝑢

𝑔 (𝑂𝑔(𝑢
′
𝑖)) são topologicamente conjugados.

Das hipóteses segue que podemos escolher um conjunto 𝐼 ⊂ {1, · · · , 𝑞} tais que 𝑈𝑓 e

𝑈𝑔 decompostos por uniões disjuntas 𝑈𝑓 =
⋃︀

𝑖∈𝐼 𝑂𝑓 (𝑢𝑖) e 𝑈𝑔 =
⋃︀

𝑖∈𝐼 𝑂𝑔(𝑢
′
𝑖). Mais ainda,

os valores de 𝐼 são escolhidos a partir da escolha de 𝑓(𝑢𝑖) = 𝑢𝑗 (𝑗 = 𝑝 + 𝑖 mod(𝑞)) e

𝑔(𝑢′
𝑖) = 𝑢′

𝑗 (𝑗 = 𝑝+ 𝑖 mod(𝑞)).

Por fim, definimos a função

ℎ : 𝑆1 =
⋃︁
𝑖∈𝐼

𝑊 𝑢
𝑓 (𝑂𝑓 (𝑢𝑖)) ∪ 𝑆𝑓 → 𝑆1 =

⋃︁
𝑖∈𝐼

𝑊 𝑢
𝑔 (𝑂𝑔(𝑢

′
𝑖)) ∪ 𝑆𝑔

por

ℎ(𝑥) =

{︃
ℎ𝑖(𝑥), se 𝑥 ∈ 𝑊 𝑢

𝑓 (𝑂𝑓 (𝑢𝑖)), 𝑖 ∈ 𝐼

𝑠′𝑖, se 𝑥 = 𝑠𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑞

Vemos que ℎ(𝑥) é a função de conjugação entre 𝑓 e 𝑔. Supondo que 𝑓(𝑠1) = 𝑠𝑝+1 para

algum 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 − 1, definimos :

𝐹 (𝑥) = 𝑥+
𝑝

𝑞
+

𝜖

2𝜋
𝑠𝑒𝑛(2𝑞𝑥𝜋)

onde 0 ≤ 𝜖𝑞 ≤ 1. Então, temos que 𝜋 ∘ 𝐹 ∘ 𝜋−1 = 𝑓𝑝/𝑞,𝜖,𝑞 é um difeomorfismo no círculo.

Só resta ver que 𝑓𝑝/𝑞,𝜖,𝑞 é de Morse Smale. De fato, seja 𝐹0(𝑥) = 𝑥+ 𝜖
2𝜋
𝑠𝑒𝑛(2𝑞𝑥𝜋). Então

𝜋 ∘ 𝐹0 ∘ 𝑃−1 = 𝑓0 que é um difeomorfismo de Morse Smale. Agora, como

𝐹 𝑞(𝑥) = 𝑥+ 𝑝+
𝜖

2𝜋

𝑞−1∑︁
𝑖=0

𝑠𝑒𝑛[2𝑞𝜋𝐹 𝑖(𝑥)] = 𝐹 𝑞
0 (𝑥) + 𝑝.

De onde segue que 𝑓 𝑞
𝑝/𝑞,𝜖,𝑞 = 𝑓 𝑞

0 , o que implica que 𝑓𝑝/𝑞,𝜖,𝑞 é um difeomorfismo de Morse

Smale, pois para um ponto de rotação racional tal que p = 𝑝/𝑞 então todos os pontos pe-

riódicos tem período 𝑞 logo 𝑓 𝑞 tem apenas ponto fixos, e cada um destes pontos fixos são

hiperbólicos. Então:

𝑆𝑓𝑝/𝑞,𝜖,𝑞 = 𝑆𝑓𝑞
𝑝/𝑞,𝜖,𝑞

= 𝑆𝑓𝑞
0
= 𝑆𝑓0 =

{︂
𝜋

(︂
2𝑖− 1

2𝑞

)︂
: 𝑖 = 1, · · · , 𝑞

}︂
.
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Se 𝑠′𝑖 = 𝜋(((2𝑖− 1)/(2𝑞)) então:

𝑓𝑝/𝑞,𝜖,𝑞(𝑠
′
1) = 𝑓𝑝/𝑞,𝜖,𝑞(𝜋(1/(2𝑞)) = 𝜋 ∘ 𝐹 (1/(2𝑞) = 𝜋

(︂
1

2𝑞
+

𝑝

𝑞

)︂
= 𝑠′𝑝+1

o que garante que 𝑓 é topologicamente conjugado a 𝑓𝑝/𝑞,𝜖,𝑞 concluíndo assim o que quería-

mos mostrar.

Exemplo: Vamos escolher

ℎ : 𝑅 → 𝑅 𝑥 → 𝑥+
1

8
⇒ ℎ−1(𝑥) = 𝑥− 1

8

Seja 𝐹 (𝑥) = 𝑥+ 1
2
+ 1

4𝜋
𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝜋) um elemento da Familia Padrão. Temos:

𝐹 ∘ ℎ(𝑥) = 𝐹 (ℎ(𝑥)) = 𝑥+
1

8
+

1

2
+

1

4𝜋
𝑠𝑒𝑛

(︁
2𝜋𝑥+ 2

𝜋

8

)︁

𝐹 (ℎ(𝑥)) = 𝑥+
5

8
+

1

4𝜋

(︃√
2

2
𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝜋) +

√
2

2
𝑐𝑜𝑠(2𝑥𝜋)

)︃

Agora

𝐺(𝑥) = ℎ−1(𝐹 (ℎ(𝑥)) = 𝑥+
4

8
+

√
2

8𝜋
(𝑠𝑒𝑛(2𝑥𝜋) + 𝑐𝑜𝑠(2𝑥𝜋))

E observamos que 𝐹 (ℎ(𝑥)) = ℎ(𝐺(𝑥)). Mais ainda, 𝐺(𝑥+ 1) = 𝐺(𝑥) + 1, de fato

𝐺(𝑥+ 1) = (𝑥+ 1) +
4

8
+

√
2

8𝜋
(𝑠𝑒𝑛(2𝜋(𝑥+ 1)) + 𝑐𝑜𝑠(2𝜋(𝑥+ 1)))

= 𝑥+
4

8
+

√
2

8𝜋
(𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑥) + 𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑥)) + 1 = 𝐺(𝑥) + 1.

4 Conclusão

Foimostrado que todo difeomorfismo deMorse-Smale que preserva orientação é topológica-

mente conjugado a um difeomorfismo de Morse-Smale que pertence à familia padrão.
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