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1 Introducgao

Neste trabalho estudamos os difeomorfismos f : S' — S' que sdo de Morse-Smale.
Vamos a mostrar, seguindo o trabalho de Oka e Sumi [1], que estes difeomorfismos sao
conjugados a um difeomorfismo da forma

fwen(x) =2 +w+ 2i sin(2nmz) mod(1)

™

emquew € (0,1),e € (0,1) een € (0,1).

2 Metodologia

Como estudaremos objetos definidos sobre os circulo S*, comegamos observando que
vamos identificar S' com o seguinte conjunto

S ={zeC, |5 =1},

Seja f : S — Stumdifeomorfismoe F : R — R o seu levantamento, isto é, se 7 : R — S*
dado por 7(z) = €*™* é a projegdo candnica, entdo 7o F' = f o .

A seguir listamos a definigdo de alguns conceitos relevantes.
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« Um difeomorfismo f : S* — S! preserva orientagéo se " > 0.

« Um ponto periédico de f é um ponto p € S! tal que existe um m € N (chamado periodo)
satisfazendo f™(p) = p. Denotamos por Per(f) ao conjunto dos pontos periddicos.

* Seja 7 € R tal que 7(&) = p entado dizemos que

— p € um sumidouro, se 0 < |(F™)'(z)| < 1,

— p é uma fonte, se |(F™)'(z)| > 1.

Definigao 1. Um difeomorfismo f : S — S! é dito um difeomorfismo de Morse-Smale se
Per(f) é nédo vazio e consiste de fontes ou sumidouros.

Assuma que f, g : S* — S! sdo dois difeomorfismos e que existe um difeomorfismo
h:S!' — S'talque foh = hog. Entédo dizemos que f e g sdo topolégicamente conjugados.
Por outro lado, também temos a seguinte definigcdo.

Definigdo 2. Um difeomorfismo f : S* — S é dito estruturalmente estavel se existe uma
C' vizinhanga U de f tal que para g € U temos que f e g sdo conjugados.

Teorema 1. Um difeomorfismo de Morse Smale é estruturalmente estavel

Demonstragdo. Teorema 15.3 [Devaney]

O conjunto de difeomorfismos f,, .,, que tem por levantamento as fungdes

Foen(z) =24+ w+ 2i sin(2nrx),
7r

isto & fyen = T(Fuen), emque w € (0,1), € € (0,1) e en € (0,1) é chamada de Familia
Padrao.

Neste trabalho, seguimos o artigo de Oka e Sumin [2] para mostrar que

Teorema 2. Todo difeomorfismo de Morse-Smale que preserva orientagdo é topoldgica-
mente conjugado a um difeomorfismo de Morse-Smale que pertence a familia padréao.

3 Resultados obtidos

Nesta parte vamos fazer a demostragao detalhada do Teorema 2 seguindo o trabalho de
Oka e Sumi [2].

Primeiramente observamos que dois difeomorfismos sao conjugados se tem a mesma
cardinalidade de pontos periddicos. De fato, se assumimos que f e g sdo difeomorfismo de
Morse-Smale que preservam orientagao e tais que Per(f) e Per(g) séo iguais. Considere
0s conjuntos,

/ / /
Sp=151,82,""",8 € Sy=81,89, "5,



formados pelos sumidouros de f e g respectivamente, lembrando que, por definicao, temos
que f(Sy) = Sy e g(Sy) = S
Para cada ponto = €' vamos denotar o ponto z* como sendo o ponto em R satisfazendo

0 <z* <1emr(z*) =2zemaque r aprojegdo de R — S'. Podemos assumir que s} < sj <

< shes] <sy <<y
Vejamos que [ € topologicamente conjugado a g se f(s1) = sp1 € g(s)) = s, para0 < p <
g — 1 fixo.
Assuma que f é de tipo Morse-Smale e seja Uy = (uq,uq,--- ,u,) Sendo o conjunto de
fontes de f, entdo podemos supor que s; < u; < s, parai = 1,...,q. AQui assumimos que
sq11 = 81+ 1. Sendo f : St — S que preserva orientagdo, todos os pontos periddicos vao
ter o mesmo periodo, m > 0. Entdo a érbita de f sera dada por

Op(u;) = {7 (u) Y7, 1 <i < 1}

A variedade instavel de u;, i = 1...q, € definido por

WU(f,u;) ={x: lim f™(z) =u;} = 7w(s],5;,4).

n——oo

Podemos entéo considerar S* = UL, W*(f, u;)US;, isto é, como a unido de todos os conjun-
tos instaveis com os conjuntos de pontos de sumidouros. Agora podemos também definir
as mesmas coisas para g considerando U, = {uj,--- ,u,} 0 conjunto de fontes de g.

Se fixarmos um valor qualquer para 1 < i < g entao

m—1

W(f,0p(w)) = | W*(f, /()

7=0

analogamente para g. O conjunto W*(f,O¢(u;)) € W*(g,04(u})) s@o invariantes em f ¢
respectivamente pois temos que

FWH(f, Op(ui))) = WH(f, Op(w:) & g(W*(g,04(uz))) = W*(g, Oy ().

Fixamos quatro pontos arbitrarios tais que

!/

a€ P((siuf)), beP((uf,siy)), o €P((s],uf) e VeP((u siy))

Como u, e v sao fontes com o mesmo periodo m > 0 para f e g respectivamente, temos
i g

/ ’

[(F™ (@), @ TU ", (f"(0)] C (5, s10) @ [(g™(a)",a"TU ™, (f" (V)] C (57, st)-
Seja ¢ : w([(f" ()", a”]U", (f™(0)"]) = 7([(g™(a))",a*]Ub™, (f"(¥)*]) sendo um home-

omorfismo tal que:

¢(a) = a", ¢(f"(a)) = g"(d), ¢(b) =V, (f™ (b)) = g™ (V)



Considere D = 7(([f *™ (a), ax] U [bx, f x™ (b)])) e escrevemos W*(f,w;)/{u;} como a unido
disjunta
W (fu) f{uiy = | (D).
keZ

Portanto, podemos construir i; : W*(f,u;) — W*(g,u}) tal que hi(z) = g™ o ¢ o f"*(z)
com z € f™(D) para k sendo um nimero inteiro e h(u;) = u,. Como Wi (u;) e Wi (uj)
tem a mesma cardinalidade, entdo h(x) é bijetora e como h(x) é continua e com inversas
continuas, de onde segue que . € um homeomorfismo.

Definimos h; : W§(Oy(u;)) — W(O4(u;)) com hi(x) = ¢’ oh; o f~1(x) e observamos que
fIWH(Oy(ui)) € g|Wi(O,(u;)) s@o topologicamente conjugados.

Das hipoteses segue que podemos escolher um conjunto I C {1,--- ¢} tais que U; e
U, decompostos por unides disjuntas Uy = |J,.; Os(w;) € Uy = U,c; Oy(uj). Mais ainda,
os valores de I sdo escolhidos a partir da escolha de f(u;) = w; (j = p+ ¢ mod(q)) e
9(u;) = (j = p+i mod(q)).

Por fim, definimos a funcao

heSt=JWHOs () U Sy = ' = JW(Oy(u})) U S,
el el
por
hz) = { hla), se x & WiOsw), i€l
S Se $:Si77‘:17"'7q

Vemos que h(x) é a fungéo de conjugagéo entre f e g. Supondo que f(s;) = s,41 para
algum 0 < p < g — 1, definimos :

F(z)=x+ Py 2isen(2qx7r)
7r

q

onde 0 < e¢q < 1. Entdo, temos que 7o Fon™! = f,/, ., € um difeomorfismo no circulo.

So resta ver que f,/,., € de Morse Smale. De fato, seja Fy(z) = = + 5=sen(2qxm). Entéo
7o Fyo P~ = f, que é um difeomorfismo de Morse Smale. Agora, como

q—1
Fo) = ot pt 03 senfenF (@) = Fi(a) +»
De onde segue que ]‘j/qEq = f§, o0 que implica que f,/,., € um difeomorfismo de Morse

Smale, pois para um ponto de rotagao racional tal que p = p/q entao todos os pontos pe-
riodicos tem periodo ¢ logo f? tem apenas ponto fixos, e cada um destes pontos fixos sao
hiperbdlicos. Entéo:

21 —1 .
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Se si =m(((2i — 1)/(2q)) entéo:

naalsl) = Syaealr(1/(20) =m0 F(1/20) = m( - + )=,

0 que garante que f é topologicamente conjugado a f,, ., concluindo assim o que queria-
mos mostrar.

Exemplo: Vamos escolher

1 1
h:R— R x—)x—i-g = h_l(x):a:—g

Seja F(z) = = + 5 + £sen(2zm) um elemento da Familia Padrdo. Temos:

1 1 1
Foh(x) = F(h(z)) =2+ 2 + 5 + —sen (27r:c + zg)

F(h(z)) =z + g + % (?Sen@xﬂ) + \/75005(295#)>

Agora
G(z) = h Y F(h(z)) =z + % + g(sen(zmr) + cos(2xm))
E observamos que F(h(x)) = h(G(x)). Mais ainda, G(x + 1) = G(x) + 1, de fato
Glx+1) = (z+1)+ % + 8—\/E(sen(27r(x +1)) + cos(2n(z + 1)))
= r+ % + ;/—f(sen(%m:) + cos(2mz)) + 1= G(x) + 1.

4 Conclusao

Foi mostrado que todo difeomorfismo de Morse-Smale que preserva orientagao é topoldgica-
mente conjugado a um difeomorfismo de Morse-Smale que pertence a familia padrao.
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