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Resumo

Neste projeto de iniciagdo cientifica é proposto o estudo do Método das Caracteristicas e sua apli-
cagao as Leis de Conservagao. Faremos um breve resumo contendo uma breve explicagao do método
proposto e exposi¢ao dos principais resultados e suas demonstragoes.

Lei de Conservagao Escalar

Introducao

Iniciamos o projeto com uma introdugao aos modelos de Leis de Conservagao. O Método das
Caracteristicas (que estd presente no capitulo 2 da referéncia [2]|) foi estudado com profundidade e
aplicado & alguns modelos, como por exemplo no transporte de poluente e na dindmica de tréafego.

As leis de conservacao sao equacgoes da forma:

up +q(u)y =0 (1)

onde u = u(x,t) representa a densidade ou concentragao do material em questdo com z € R e t > 0.
A lei de conservagao associada a (1) pode ser obtida integrando (1) com respeito a = de x1 a o:

d [

i), w(z, t) dr = —q(u(zs, 1)) + g(u(z1,1)) (2)

Pensando g = ¢(u) como a fungao fluxo e

o
/ udx
x
a quantidade de matéria, temos que (2) representa uma lei de conservagao.

Da mesma forma, se partirmos da lei de conservagao (2) e se u e f sdo fungdes suaves podemos
reescrever (2) na forma:

/xz (ug(z,t) + q(u(z,t))e) dz = 0

1

para todo x1 e 23 € R, de onde obtemos a equagao (1).
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Um problema classico associado a (1) é o problema de valor inicial:

u(z,0) = g(v)

onde temos « € R podendo variar em um semi-eixo ou em um intervalo e neste caso algumas condigoes
devem ser adicionadas.

Para analisarmos o modelo a ser tomado, devemos identificar a funcdo do fluxo a qual estamos
lidando como veremos a seguir, no transporte de poluente ¢ = ¢(¢) = vc e na dindmica do trafego

q=q(p) =v(p)ec

{ ur + q(u)y =0 3)

Equacgao do transporte linear

No caso onde o fluxo é uma funcao linear teremos a seguinte equagao do transporte:

(4)

{ s

onde ¢ = ¢(x,t) é a concentragao de algum fluido. Queremos determinar a evoluc¢ao de ¢ sabendo que
seu perfil inicial é dado pela fungao g = g(z). Se introduzirmos o vetor v = vi + j podemos reescrever
(4) da forma:

0=wcy+c¢ =Ve-v.

Assim, obtemos que Ve é perpendicular & v. Como Ve é perpendicular as curvas de nivel de c e v
é constante concluimos que as curvas de nivel de ¢ sao retas da forma x = vt 4+ zo. Essas retas sao
chamadas de caracteristicas.

Para calcularmos a solugao de (4) no ponto (Z,t), com ¢ > 0, tomaremos a caracteristica que passa
por (Z,t). Se "voltarmos no tempo"por esta reta até chegarmos em (z,0) encontraremos onde hé a
interse¢ao da caracteristica com o eixo x. Como ¢ é constante ao longo dessa reta e c(zg,0) = g(xo)
temos: ¢(Z,t) = g(xg) = g(Z — vt). Portanto, se g € C*(R) a solugdo de (4) é:

c(z,t) = g(z — vt) ()

A equagao (5) representa uma onda viajante que se move com velocidade v ao longo do eixo x.

Dinamica do trafego
Modelo macroscépio

Considere, como exemplo, uma rodovia com trafego intenso (podendo ser considerado um fluido).
O tréafego pode ser descrito através das variaveis densidade de carros, a velocidade média e o fluxo de
carros denotadas respectivamente por p,v e ¢ que relacionam-se da forma: g = vp. Vamos supor que
nao hé ultrapassagem entre os carros, a rodovia tem sentido Gnico, nao possui engarrafamento, nenhum
carro esta parado e a velocidade média depende apenas da densidade de carros, ou seja, v = v(p). Esse
modelo é descrito pela seguinte lei de conservagao:

Pt + Q(p)a: =0 (6)

Nessas condigbes temos a relagao: v(p) cresce quando p decresce e vice-versa, logo v'(p) = Z—Z <0.
Definindo os extremos: Se p = 0 temos v(p) = vy, (velocidade méaxima) e quando v(p) = 0 temos
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p = pm (densidade méxima) que também chamaremos de engarrafamento. Portanto adotaremos a

seguinte expressao para v(p) = v, (1 - pim). Assim, q(p):

i) = vup (1= )

Prm

Agora, derivando ¢(p) com respeito a x, obtemos pela regra da cadeia: ¢(p), = ¢'(p)pz = vm (1 — 5—5) P
logo:

2

pt+ U (1— p) — 0.

Pm

Adicionando a (7), obtemos o seguinte problema de valor inicial:
{ pt + q,(p)pm =0 (8)
p(x,0) = g(z)

Meétodo das Caracteristicas

Vamos resolver (8) calculando p no ponto (x,t). Assim como fizemos no caso do transporte linear,
tomaremos uma caracteristica que esta baseada em (g, 0), o valor de p neste ponto é p(zg,0) = g(zo),
entdo ¢é possivel determinar a densidade em qualquer ponto (x,t) pertencente a reta, este é o Método
das Caracteristicas.

Assumiremos que z = z(t) é a equagao da caracteristica baseada em (z9,0), entdo teremos a
densidade inicial (ao longo de x = z(t)):

p(x(t), t) = g(xo)- (9)
Derivando (9) com respeito a t:
%P(x(t),t) = pe(x(t), )2’ (t) + pr(x(t),t) = 0 (10)
por outro lado, (8) gera:
pe(x(t),t) + ¢'(90)po(x(t), 1) = 0. (11)

Se subtrairmos (11) de (10), integrarmos no tempo de 0 a ¢ tomando x(0) = xg, obtemos:
(1) = ¢ (9(x0))t + wo. (12)

Portanto nossas caracteristicas sao retas com inclinagao ¢'(g(zo)). Entdo estamos aptos a calcular p
em qualquer ponto (z,t), para isso basta retroceder até a origem da caracteristica que passa por (z,t),
ou seja, até o ponto (zg,0). Neste ponto teremos p = g(x), como p é constante nas caracteristicas,
concluimos que p(z,t) = g(xg). De (12) segue que xg = x — ¢'(g(x0))t e portanto:

p(x,t) = g(x = ¢'(9(x0))t). (13)

Esta ultima formula representa uma onda viajante com velocidade ¢'(g(zo)) ao longo do eixo z. Vale
ressaltar que esta é uma velocidade local, nao a velocidade do trafego. Em geral a velocidade local é
menor ou igual a do trafego. A diferenca entre elas é evidente quando a local torna-se negativa. De

fato, tome p > 0 e Z—Z <0, temos que ¢’ = j—& = vpzll—z <.
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Método das Caracteristicas generalizado

Aplicando o método anterior ao problema:

us + Q(u)x =0
{ u(x,0) = g(z) (14)

resulta numa onda viajante:

u(e, 1) = gla — ¢ (9(6)0) ondeq’ = 22 (15)

onde ¢/ = g—z ¢é a velocidade local na diregao do eixo x .
Como u(z,t) = g(§) ao longo da caracteristica = ¢/(g(§)t) + £ baseado em (,0), (15) estabelece

uma relacao implicita de u. De fato, seja:
Gz, t,u) = u - glz — ¢ (u)t) (16)

entao (15) é equivalente a G = 0. Se g e ¢’ sdo suaves, o Teorema da Fungao Implicita aplicado a G,
implica que u é uma fungao de (x,t) desde que:

Gy =1+1tq"(u)g (z — ¢'(u)t) # 0 (17)

Se ¢"(u) = ¢"(9(¢)) e ¢'(z — ¢ (u)t) = ¢'(§) tiverem o mesmo sinal, a solugdo dada pelo Método
da Caracteristica ¢ bem definida em ¢ > 0. Note que, como d%q’(g(ﬁ)) =q"(9(€))g' (&) > 0, entao a
inclinagao das retas caracteristicas, ¢'(g(€)), sdo fungdes nao-decrescentes de £, logo ndo se interceptam.

Proposigao 1 Considere ¢ € C*(R) e g € CL(R) tais que ¢'(£)q"(€) >0 em R. Entdo

u(z,t) = g(z — ¢ (u)t)

define uma tunica solugao do problema de valor inicial (14) no semiplano t > 0. Além disso u €
CH(R x [0,00)).

Agora, veremos como Wong [3] aplica o Método das Caracteristicas para resolver a equagao hidros-
tatica de Euler introduzida por Brenier [1].

Equacao Hisdrostatica de Euler

Consideremos um fluxo sem viscosidade e incompressivel em dimensao dois escoando em um canal
estreito. Tomando U = (Ui(t,z),Uz(t,x)) como a velocidade do fluido e P = P(t,z) a pressao.
r = (r1,72) tendo 1 € S1 e 0 < 29 < ¢, 0 <t < T. com isso temos a Equacdao de Euler com sua
respectiva condicao de contorno:

{ O +U-VYU+VP =0

V-U=0Uy=0emxy=0ecx9=¢ (18)

Tomando o — exo,Us — cUs. Como as outras varidveis nao se alteram temos campos vetoriais
redimensionados com parametros (U, P) temos uma Equagdo de Euler "redimensionada'fixada no
dominio: z € D = S! x (0,1) com sua condicio de contorno:

(0 +UN)UL + 05, P =0
e2(0y +U -V)Us + 0, P =0 (19)
Us=0emzo=0exo=1.
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A vorticidade redimensionada €2 é dada por: Q2 = 0,,U; —628901 Us e satisfaz a equagao: (0;+U.V)Q = 0.

Seja e = 0 temos outra expressao para a equagao hidrostatica de Euler. Definindo (u, p) uma solugao
suave da equagao de Euler, se u = (uy(t, z),u2(t, z)) e p = p(t, ) que satisfazem, para z = (x1,x2) € D
et €[0,T], a equagdo com suas condi¢oes de contorno:

(O + u.V)u; +0pyp=0
Oz, =0 (20)

up=0emxzo=0e 20 =1,

com a vorticidade w, w = dy,u; que resolve (9 + u.V)w = 0.

Método das Caracteristicas aplicado & equacao hidrostatica de Euler

Utilizando o método das caracteristicas citado acima e tendo como base as ideias de [1] somos
capazes de enunciar (prova esta em [3]):

Teorema 1 Seja (u,v,p) solu¢io suave de (20) . Suponha que ezistem & € R e uma velocidade
horizontal constante . € R tal que ug satisfaga, em x = &, as sequintes propriedades:

Dyt (& 3) =0 (21)

Entao existe T > 0 tal que se (u,v,p) continuarem suaves no intervalo de tempo [0,T) teremos:

limg_q- maz([|u(®)|Loe, ||0:p(t)|[L>) = +00,  ou
lim,_,7— Oyu(t, X, (t,21),1) = —o0,

onde X (t,2,1) é a componente x de uma caracteristica baseada em (&,1).
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