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1 Introducao

O advento da mecéanica quantica promoveu uma grande transformacao na visdo dos fisicos sobre a
natureza. Tornou-se necessario abandonar a concepcao classica e adotar novos axiomas que surgiram com
o objetivo de solucionar os problemas que a atual ndo era capaz, como a catastrofe ultravioleta, o efeito
foto-elétrico, etc. Logo no primeiro axioma, nota-se que as previsoes mais simples da teoria se dao por
meio de operagoes em um vetor [¢)). Com ele, podemos avaliar a posi¢ao, o momento e outras quantidades
fisicas que sao importantes no dia a dia do pesquisador. No entanto, diferentemente da fisica classica, os
nimeros complexos parecem ser essenciais para sua descrigao.

Nos cursos habituais de mecanica quantica do ensino superior, adota-se sem nenhum questionamento
a presenga dos ntmeros complexos. Existe um vetor |1)) pertencente a um espago de estados complexo,
cujos coeficientes, nomeados amplitudes de probabilidade, representam ntimeros complexos. Além disso,
a equacao de Schroedinger, que descreve a dinmica do sistema quéantico em questdo também é uma
equacao diferencial complexa.

Portanto, neste trabalho foram examinados diversos trabalhos cientificos com o objetivo de reunir e
entender as necessidades desse corpo na teoria quantica.

2 Metodologia

Por se tratar de um trabalho tebrico, a metodologia adotada para o projeto consistiu de estudos de
trabalhos bibliograficos e artigos cientificos sobre fundamentos da mecénica quantica, nao-localidade de
Bell, tomografia de estados quénticos, critérios de separabilidade, quantificadores de emaranhamento,
nimeros complexos e algebra linear.

A investigagdo bibliogréfica foi dividida em trés partes. Na primeira, foram estudados topicos rela-
cionados a obtencao do estado quéantico experimentalmente, conhecida como tomografia. Na segunda
etapa, foram estudados as semelhancas e diferencas fundamentais entre teoria quéntica real e complexa
do ponto de vista do emaranhamento. Enquanto na etapa final, uma proposta de experimento também
foi estudada. Nela, é possivel diferenciar as duas teorias através de um experimento de Bell.

Apods uma extensa pesquisa bibliografica, o aluno se propos a escrever uma monografia, construindo
uma argumentacao logica baseada nos trabalhos analisados, de modo que fosse possivel entender o que
cerca a seguinte questao fundamental do trabalho: “A mecénica quantica precisa dos niimeros complexos?”.
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3 Resultados e discussoes

Seguindo a ordem logica dos temas do projeto final, podemos comegar a discutir os resultados através da
seguinte reflexdo: Suponha que colecionamos, através de um experimento fisico, um conjunto de valores
médios medidos em um sistema quantico em estudo. Como é possivel reconstruir o estado fisico que
representa esse sistema? Além disso, qual é a quantidade minima de dados necessérios para determina-
lo? Para sistemas de dimensao 2, os qubits, Band e Park|2] mostram que trés observéveis que nao comutam
sao necessarios para determinar o operador estatistico p de um sistema quéntico. Esse resultado pode ser
entendido da seguinte maneira. Em um espaco vetorial complexo de dimensao 2, precisamos de 4 ntimeros
reais para descrever um operador agindo nesse espago com relagao a alguma base. No entanto, por se
tratar de observaveis com interpretacao fisica, requeremos que o trago dos operadores que representam
estados fisicos seja unitério, uma normalizagdo nas probabilidades. Desta forma, precisamos de 4 — 1 = 3
nimeros reais para determina-lo. Esses trés ntimeros sao interpretados como valores médios, obtidos
experimentalmente através de uma preparacgao.

Portanto, se temos um cenario experimental cujos conjuntos de dados sao valores médios de operadores
quanticos conhecidos, comumente apelidados de quorum, (A), Band e Park mostram que o estado quantico
pode ser expresso como

-,

SE(A x B) 4+ 0A(B x E) + 6B(E x A)
2E -Ax B

ﬁ: ’ (1)
onde E, A e B sao os observaveis hermtianos medidos experimentalmente, §F = (E) — Ey e E é o vetor
de F quando decomposto na base das matrizes de Pauli,

Esse resultado também pode ser estendido para dimensoes maiores, como em [3, 9.

Apo6s entender como funciona a determinacgao do estado quantico em questdao, um dos problemas in-
teressantes(grande parte em aberto) do estudo dos fundamentos de mecanica quéntica é entender quais
estados sao emaranhados e, deles, como podemos quantificar tal emaranhamento. Estudando esses te-
mas, podemos entender que diferentes corpos de niimeros vao implicar em diferentes conclusées sobre o
emaranhamento.

Como muito bem explicado em [5], o emaranhamento em sistemas quéinticos complexos funciona de
forma diferente dos sistemas reais. Essa é uma consequéncia direta do fato de que os observaveis precisem
ser Hermitianos, H' = H, a base que constitui o espaco de estados de cada subsistema consiste em
uma associacado de operadores simétricos S e anti simétricos A, H = S & iA. Dessa forma, se temos
dois sistemas A e B, o espago que representa o conjunto AB pode ser decomposto em somas diretas de
componentes simétricas e anti simétricas:

H=((Sa®SB) D (Ar® Ap)) ®i((Sa ® Ap) ® (Aa ® SB)) (3)

Simétrico,Sap Anti simétrico, A 4B

Em teoria quantica complexa, um estado quantico separavel [1) , 5 pode ter componentes em quaisquer
decomposicao desse espago de Hilbert composto sem nenhum problema, pois suas partes também podem
ter componentes no espaco de Hilbert reduzido sem nenhuma restricao.

No entanto, quando mudamos o corpo de ntimeros para real, o estado quantico reduzido que compoe
o estado separavel nao pode ter componentes em A4(ou Apg, se estivermos falando da outra parte),
pois o espago de Hilbert real ndo é gerado por matrizes anti simétricas! Portanto, se o estado conjunto
|1) 4 POssuir qualquer componente em A4 p, nao existe forma de reescrevé-lo como um estado separavel,
podendo concluir que este é emaranhado!

No trabalho [5], os autores mostram que o emaranhamento de formagao E(p), uma quantidade utilizada
para quantificar emaranhamento em estados quanticos através de uma mistura estatistica, pode ser escrita
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em fungao da concorréncia, C(p) e que, em estados reais, existe um critério de separabilidade. Se pAB
um estado quéntico real separavel, ele nao pode ter componente em oy ® o9, pois a segunda matriz de
Pauli gera o espago vetorial assimétrico das partes! Desta forma, precisamos que sua proje¢do no estado
seja nula

TI'(pABUQ X 0’2) =0. (4)

Caso contrario, o estado é necessariamente emaranhado com relagado aos reais. Note que essa condigao
nao é geral em mecéanica quéantica, visto que ela nao existe em teoria quantica complexa.

No entanto, até aqui, apresentamos argumentos que se concentram no dmbito matematico da teoria.
O artigo que motivou esse projeto foi publicado no inicio de 2022, e ele representa uma grande mudanca
nesses estudos. Com uma proposta experimental, Renou et al [10] sugeriram um experimento de Entan-
glement Swapping|4], esquematizado na figura 1. Nele, vamos considerar que temos uma fonte de estados
quanticos maximamente emaranhados na base de Bell, que é composta pelos vetores

(10 + (o). (5)

2%) = .

f (lo0) £[11)), |¥F) =

/® \ / @\

A B C

! | |

Figura 1: Esquema de Entanglement Swapping. Aqui, os dois circulos préximos representam um estado
conjunto de dois sistemas. As caixinhas X e Z representam os inputs, z € {1,2,3}, enquanto z €
{1,2,3,4,5,6}. A seta inferior indica que o observador em questao emite como resposta +1 para A e C,
ebe{l,2,3,4} para B.

Da primeira fonte, que gera o estado papi, vamos distribuir o subsistema A para o observador
A(carinhosamente apelidada de Alice) e o subsistema B1 para o observador B(Bob). Da segunda fonte,
gerando ppac, 0 subsistema B2 serd entregue para B e o o subsistema C serda dado para o observador
C(Charlie). Alice pode realizar trés tipos de medigoes locais na base das matrizes de Pauli, oy, cuja
decis@ao de qual medir é tomada por um input gerado aleatoriamente. Enquanto Charlie pode medir 6
combinagoes diferentes das matrizes de Pauli, representando dire¢ées ortogonais em a graus com relagao

as de Alice, oi£o; , um cendrio estudado por [1] em 2016. Bob realiza medigoes conjuntas na base de Bell

nas duas partes, tendo quatro possiveis saidas. Esse processo gera uma troca de emaranhamento entre os
quatro subsistemas. A medicao projetiva de Bob emaranha Bl e B2, fazendo com que os qubits de Alice
e Charlie se emaranhem por consequéncia. Como resultado dessas medicoes, a probabilidade de obter a
saida a de Alice dado o input z, b de Bob e ¢ de Charlie dado o input z é

P(abc|xz) = Z P(X\)Tr(p ABlL & pB2C{Aa|m ® By ® Cy.}), (6)

onde A é uma variavel que pode conter aleatoriedades intrinsecas das fontes que geram os sistemas e P(\)
¢é uma distribuigao de probabilidades que caracteriza tal variavel.

O conjunto dessas probabilidades define as correlagoes quanticas do experimento e, com elas, podemos
calcular valores esperados e derivar desigualdades de Bell. A desigualdade de Bell derivada pelos autores é
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composta por trés desigualdades de Bell simples, conhecidas como CHSH. Esse cenario pode ser utilizado
para descrever experimentos entre duas partes, onde cada uma recebe um input x, y e fornece um output
a,b. Se definirmos a quantidade E,, = Za,b abp(a,blz,y), a desigualdade CHSH pode ser definida como

CHSH(O(, ﬁ; v 5) = Eoz,'y + Ea,5 + EB,’y - Eﬁ,5 < ,8, (7)

onde 8 ¢ denominada cota. Quanticamente, essa cota foi calculada primeiramente por Tsirelson|7]| e tem
o valor de 2v/2. Compondo as trés CHSH para o cenario de Entanglement Swapping, temos

I=CHSH(1,2;1,2) + CHSH(1,3;3,4) + CHSH(2,3;5,6) < 6/2 (8)

Note que, para calcular Z, precisamos avaliar as probabilidades de medig¢oes realizadas por dois ob-
servadores (Alice e Charlie), de modo que para cada b, existe um valor da desigualdade Z,. No entanto,
como usamos estados maximamente emaranhados e uma medida projetiva na base de Bell em Bob, a
probabilidade de obter cada saida é 1/4, de modo que Z; = g\/i. Somando cada saida, temos a cota
escrita em 8.

A parte interessante acontece quando calculamos tais probabilidades usando teoria quéntica real e
complexa. Em teoria quantica complexa, a cota maxima é 61/2, representando a soma das cotas maximas
de cada CHSH individualmente. No entanto, em teoria quéantica real, a cota méaxima é de ~ 7.66 [10].
Essa conclusao pode ser entendida quando vemos que as propriedades de que o emaranhamento acontece
de forma diferente nos dois espacos, como discutido anteriormente, de modo que as probabilidades reais
nao podem ser escritas como 8 de maneira geral. Para distribui¢coes em que isso é possivel, a cota maxima
da desigualdade é menor, permitindo uma diferenca entre as duas teorias. A demonstracao da proposi¢ao
a seguir pode ser encontrada no apéndice F em [10] e foi estudada no capitulo 4 da monografia escrita no
projeto.

Teorema 1 (Proposigao 1 [10]) O conjunto de probabilidades P nao pode ser escrito na forma 8
quando estamos tratando de teoria qudntica real.

Até o momento, dois experimentos foram capaz de violar tal cota, [6] e 8], com algumas mudangas na
desigualdade de Bell, o que é esperado pela natureza do experimento.

Ou seja, diferentemente da teoria classica, onde os niimeros complexos sdo meras conveniéncias mate-
maticas utilizadas para facilitar os célculos, e que nenhum experimento pode comprovar uma diferenca
entre utilizar ou nao tal corpo, a mecinica quintica prova resultados diferentes. O resultado importante
obtido por [10] vem do fato de ser possivel distingui-las experimentalmente, ou seja, ¢ um comportamento
natural.

4 Conclusoes

Por fim, a conclusao principal deste projeto é que a pergunta “qual é a necessidade dos nimeros
complexos na teoria quantica” possui uma rica discussao a ser estudada. Por mais que o resultado de [10]
seja simples, os fundamentos que os levaram a derivar tal resultado sao detalhistas e foram baseados em
trabalhos anteriores de diversos outros pesquisadores.

Dessa maneira, concluimos que existem diferengas fundamentais entre os estados quénticos reais com
relagdo aos complexos, principalmente na definicdo de emaranhamento. Devido a essas diferengas, um
experimento de Bell é capaz de mostrar que estados quénticos reais nao conseguem reproduzir uma
distribuicao de probabilidades desejada, comprovada experimentalmente.
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