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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é encontrar solugao de um sistema elastico por meio da teoria de
semigrupos. Para isso, foram realizados estudos de topicos introdutoérios de teoria da medida e de teoria
de integragao, espagos LP, espagos de Sobolev e espagos dependentes do tempo, assim como teoremas
de imersoes continuas e imersoes compactas. Em seguida foi estudada a teoria de semigrupos, com
enfoque nos teoremas de Hille-Yosida, Lummer-Phillips e Gearhart. Por fim foram trabalhadas, por
meio da teoria de semigrupos, a existéncia e a unicidade dos problemas de valor inicial e de contorno
envolvendo a equagao do calor, a equacao da onda e o sistema elastico dado por (1).

Uy — CAu+auy = f (x,t) € (0,L) x (0,00),
u(z,0) = ug(z), u(z,0)=wuy, z€(0,L), (1)
u(0,t) = u(L,t) =0, t €1]0,00),

em que ¢ é a velocidade de propagacao da onda, o > 0 é a constante de amortecimento e f é uma forga
externa.

ESTUDOS PRELIMINARES
TEORIA DA MEDIDA

Inicialmente foram estudados os conceitos de o-dlgebra, espacos de medida e fun¢Ges mensuraveis.
Em seguida foi estudada teoria de integragdo e algumas propriedades da integral, destacam-se os
Teoremas da Convergéncia Mono6tona e da Convergéncia Dominada de Lebesgue apresentados abaixo.

Teorema 1 (Teorema da Convergéncia Mondtona) Se (f,) € uma sequéncia mondtona crescente
de fungoes a valores reais positivos que converge para f, entao

/ Fdp = lim / Fody.

Teorema 2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia de
funcoes integrdveis que converge quase todo ponto para uma func¢ao a valores reais mensurdvel f. Se
existe uma fungao integrdvel g tal que |fn| < g para todo n, entio f € integrdvel e

/fdu = lim/fndu.
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Durante esta parte dos estudos preliminares destaca-se também o estudo dos espagos LP, cuja
definicao é dada abaixo.

Definigao 3 Se 1 < p < oo, 0 espago LP = LP(X, X, u) consiste em todas as (classes de equivaléncia
de) fungoes mensurdveis a valores reais f tais que |f|P tem integral finita com respeito & medida p em

X. E definida a norma
1
P
sty ={ [ 1sPan}

Tem-se como resultado que para 1 < p < 00, o espago de Lebesgue LP é um espago linear normado
e é completo sob a norma acima, logo o espago L, ¢ um espago de Banach.

para 1 < p < o0.

Definigao 4 O espago L™ = L*°(X, X, u) consiste em todas as (classes de equivaléncia de) fungoes
mensurdveis a valores reais f que sdo limitadas em quase todo ponto. Se f € L*°, define-se

S(N) = sup{[f ()] : x ¢ N}

| flloo = inf{S(N) : N € X, p(N) = 0}.

Também tem-se como resultado que L°° é um espago de Banach dada a norma acima.

ESPACOS DE SOBOLEV

Para que se possa trabalhar com equacoes diferenciais parciais, é importante ter nogao a respeito
dos espagos de Sobolev, pois as solugoes obtidas pertencem naturalmente a esses espacos. No contexto
deste projeto, trabalha-se com solugoes fracas. Ao longo do trabalho sdo utilizadas derivadas fracas.

Definigao 5 Suponha u,v € L}OC(U) e o um multi indice. E dito que v € derivada parcial fraca de
grau o de u, sendo escrito D%u = v, dado que

/[]uDagbda;:(—l)'a/Uvqb

para todas as fungoes teste ¢ € C°(U).

A derivada parcial fraca de ordem «, quando existe, é Gnica a menos de um conjunto de medida
nula. Além disso, a derivada fraca possui as mesma propriedade bésicas da derivada convencional.

Com a defini¢ao de derivada fraca bem estabelecida, é possivel definir e trabalhar com os espagos de
Sobolev.

Definigdao 6 O espaco de Sobolev denotado por W*P(U), em que k € N e 1 < p < 00, consiste em
todas fungoes localmente integrdveis u : U — R tais que para cada multi indice o com |a| < k, D%u
existe no sentido fraco e pertence a LP(U).

O espago de Sobolev W#P(U) é um espago de Banach munido da norma de Sobolev || - e @)
1
(Siajsr JyrIDoulPdz)” 1< p < oo,

ullwrp @y =
2_la|<k €58 supy [ D%ul, p = oo.
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Em seguida foi visto que é possivel aproximar fung¢oes de Sobolev por fungbes suaves, ou seja,
fungoes suaves sao densas em espacos de Sobolev quando munidas da norma acima.

Outro fator muito importante dentro do estudo dos espagos de Sobolev sao resultados a respeito de
imersoes de Sobolev em outros espagos. Ressaltam-se o Teorema geral das desigualdades de Sobolev e
o Teorema da compacidade de Rellich-Kondrachov dados a seguir.

Teorema 7 (Teorema geral das desigualdades de Sobolev) Seja U um subconjunto aberto e
limitado de R™ com fronteira C*. Suponha que uw € WEP(U), entio

(i) Se k < 3, entdo u € LY(U), em que é = ]l) — E Além disso, ||ul|paqr < Cllullwepry, em que
a constante C' depende apenas de k,p,n e U;

(ii) Se k> 2, entao u € Ck_[%]_l’v(U), em que

n n
,Y_{[,,m—,,, se

qualquer positivo<1, se

nao € inteiro,

TVISBIS

€ inteiro.
Além disso, vale a desigualdade ||u] ‘Ck_[%]_l’”(l?) < Cllullwrry, em que a constante C' depende apenas
de k,n,p,veU.

Teorema 8 (Teorema da Compacidade de Rellich-Kondrachov) Suponha que U é um subcon-
junto aberto e limitado de R™ tal que OU € C'. Suponha ainda 1 < p < n, entdo W'P(U) estd

compactamente imerso em LYU) para cada 1 < g < p*, em que p* = np—fp.

TEORIA DE SEMIGRUPOS

Inicialmente é necessério definir semigrupo de operador e gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo.

Definicao 9 Seja {S(t)}t>0 uma familia de operadores lineares limitados de um espago de Banach X,
S(t) : X — X tais que:

(i) S(0) =1, em que I é o operador identidade de x,

(ii) S(t +s) = S(t)S(s) = S(s)S(t), Vs, t € RT;

Diz-se que a familia {S(t)}+>0 de operadores lineares de X em X € um semigrupo se satisfaz as
condic¢oes acima.

Definicao 10 Um semigrupo {S(t)}+>0 € dito de classe Cy, ou Cy-semigrupo, se para todo u € X
limy o+ ||(S(t)u — w)|| = 0.
Definicao 11 Seja um Co-semigrupo {S(t)}+>0. Denote por

S(t)u —u

D(A) = {u € X: limtﬁo+)t existe em X}

e defina

A:D(A)c X —- X
u — Au.

Neste caso, A é o gerador infinitesimal do do Co-semigrupo {S(t)}>0 e D(A) € o dominio de A.
Denotamos {S(t)}i>0 = et



XXXl Congresso de &2 AW,

.- . ~ . . Y
Iniciagdo CientiFica gg ——
EEEEEEEEEE Unicamp =23 R¥-

Para que seja possivel utilizar a teoria de semigrupos para o estudo de sistemas de equacoes diferen-
ciais sao fundamentais os Teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips. Contudo, antes de enuncia-los
veja algumas propriedades a respeito de semigrupos.

Propriedades. Seja A um gerador infinitesimal do Cp-semigrupo {S(t)}+>0. Entao,
1. D(A) é um subespago vetorial denso em X.

2. A é um operador fechado.

3. S(t)u € D(A) para todo u € D(A) et > 0.

4. AS(t)u = S(t)Au para todo u € D(A) et > 0.

5. O operador t — S(t)u é diferenciavel para cada t > 0.

45(t)u = AS(t)u para cada t > 0.

Para cada u € D(A), tem-se que S(t)u € C°([0,00); D(A)) N C((0, 00); X).

S

Se {S1(t)}t>0 € {S2(t)}+>0 sdo Cp-semigrupos que possuem o mesmo gerador infinitesimal A,
entao S;(t) = Sa(t) para todo t > 0.

Teorema 12 (Teorema de Hille-Yosida) Seja A : D(A) C X — X wum operador linear no espago
de Banach X. Entao, A é gerador infinitesimal de um Coy-semigrupo de contragoes, {S(t)}t>0, se, e
somente se, satisfaz

e A € fechado e densamente definido, isto €, D(A) = X.
o (0,+00) C p(A) e||RA]| < 5, VA > 0.
Teorema 13 (Teorema de Lummer-Phillips)

e Seja A dissipativo e g tal que Im(NI — A) = X, entao A é gerador infinitesimal de um Cjy-
semigrupo de contragoes.

o Se A € gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes, entio A € dissipativo e para todo
A >0, tem-se que Im(A\ — A) = X.

Assim, a partir dos teoremas expostos acima € possivel obter a existéncia de solugao de alguns
sistemas de equagbes diferenciais parciais e, a partir da Propriedade 8 listada acima, obtem-se a
unicidade de solugao. O grande desafio da teoria de semigrupos é no encontro do gerador infinitesimal
do Cp-semigrupo {S(t)}+>0 associado ao sistema em que a solucdo, onde ug ¢ a condigao inicial, sera
dada por

u = S(t)up. (2)

EQUACOES DO CALOR E DA ONDA

Abaixo encontra-se o sistema da equacao do calor e a solugao obtida utilizando semigrupos.

u—Au=0 em@Q=U x (0,7
u=0 em X
u = ug em U x {t =0},
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com uy € D(A), e neste caso X = L*(U), D(A) = H}(U)N H*(U) e A= A. Ao mostrar que A = A
é o gerador infinitesinal de um Cp-semigrupo de contragoes em X tem-se diretamente que a solugao é
dada por (2), pela propriedade 8 a solu¢ao é unica e pela propriedade 7 tem-se

u € CO([0,00); H*(U) N Hy(U)) N CH([0, 00); L*(U)).
Abaixo esta dado o sistema da equagao da onda e a solucao encontrada por meio de semigrupos.
ug — Au=0 em Q =Q x (0,7]
u=20 em X

u=ug ug—u; emQ x{t=0},
com ug € H}(Q) N H%(Q), uy € H}(2). Neste caso, é possivel reescrever o sistema como

U —AU =0 emQ=Qx(0,T]
U(0) = Uy em Q x {t =0},

onde

_|u |0 Id ~uo
o=l A=A 5] e weli]

e também X = H}(Q) N H3(Q), com D(A) = [HE(Q) N H2(Q)] x H(Q). Ao mostrar que A dado
acima é gerador infinitesimal de um Cyp-semigrupo de contracoes, a unicidade é dada pela propriedade
8 e a solugado é dada por
U = S(t)Up.
E pela propriedade 7,

u € ([0, 00); (Hy () N H(92)) x Hy(€2)) N CH([0, 00); Hy (2) x L*(U)).

SISTEMA ELASTICO

No momento da entrega deste resumo, a resolugao do sistema elastico dado abaixo, assim como
o estudo de decaimento de energia por meio do Teorema de Gearhart estao para ser feitos e, assim,
encerrando o projeto
g — FAu+ouy = f (z,t) € (0,L) x (0, 00),

com condigoes iniciais e de contorno

u(x,0) = up(z), w(x,0)=uy, x€(0,L),
u(0,t) = u(L,t) =0, t €10, 00).

em que c é a velocidade de propagagao da onda, o > 0 é a constante de amortecimento e f é uma forca
externa.

BIBLIOGRAFIA

[1] Bartle, R.G, The elements of integration. John Wiley, New York, NY, 1996.

[2] Cunha, C.A.R. da, Semigrupos aplicados a sistemas dissipativos em EDP. Notas de Matematica
Aplicada, v.32, SBMAC 2007, Florian6polis, 2007.

[3] Evans, Lawrence C. Partial Differencial Equations. 2. ed. [S. L.]: American Mathematical
Society, 2010.

[4] Munoz-Royden, J.E., Estabilizagao de Semigrupos e Aplicagoes, 3a edigao. Laboratorio Nacional
de Computacaoo Cientifica, Petropolis, Universidade Federal de Rio de Janeiro Rio de Janeiro, 2008



