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INTRODUGAO:

O objetivo do presente estudo foi de propiciar um melhor entendimento dos conceitos que
permeiam a pratica da modelagem matematica, bem como estabelecer uma conexdao com uma
questdo ambiental relacionada a produgdo de cianotoxinas que apresenta grande impacto em
reservatorios de agua, além de desenvolver e analisar um modelo de equagdes diferenciais ordinarias
simples que descreva qualitativamente a dindmica da interagdo entre zooplancton e cianobactérias

produtoras de cianotoxinas.

As cianobactérias sdo organismos procariéticos e autotrofos, cuja fotossintese é a sua principal
fonte de energia [1]. Esses microrganismos necessitam de agua, didxido de carbono, luz e de
nutrientes, como fosforo e nitrogénio [1]. Eles também apresentam pigmentos como clorofila A e a
clorofila B, vitais no processo de fotossintese, e também séo parte vital no ciclo de alguns nutrientes,

devido a sua capacidade de se desenvolverem em diversos ambientes [2].

A proliferacdo de cianobactérias, floragdes, sdo ocasionadas por acdo antrépica, devido ao
descarte irregular de efluentes, domésticos, industriais e agricolas, que sao ricos em nitrogénio e
fésforo [1,3]. Essas floragdes afetam a qualidade da agua, tanto pela redugao do oxigénio dissolvido,

guanto pelo crescimento exacerbado de microalgas e cianobactérias [3,4].

Esses microrganismos produzem alguns metabdlitos, cianotoxinas, que sao classificadas em
dermatoxinas, neurotoxinas e hepatotoxinas, apresentando um elevado risco ambiental e de saude

publica devido ao aumento exacerbado de cianobactérias [4,5].

O foco principal deste presente estudo € a interagdo das cianobactérias com o zooplancton,
tendo em vista que essa relacao afeta a adaptagdo dos mesmos, sua resisténcia e a relagao ecoldgica
entre ambas. Um dos pontos de interesse dessa interacdo é o fato das floragdes selecionarem

zooplanctons mais resistentes as cianotoxinas [6].
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O fator de maior interesse na relacéo ecolégica desses dois microrganismos é o estudo de
como a alteracao da concentracdo de uma dessas espécies afeta diretamente a outra em dois sentidos
[7]. O primeiro no fato do zooplancton se alimentar das cianobactérias. O segundo, no sentido de que
com o aumento das cianobactérias e consequentemente da concentracao de cianotoxinas afeta

diretamente o zooplancton [7,8].

O estudo dessa interagao permite a construgdo de um modelo matematico relacionando alguns
fatores importantes como natalidade, mortalidade, concentracao de cianotoxinas, possibilitando um

melhor entendimento dessa relacdo ecoldgica.
METODOLOGIA:

Neste presente estudo foi desenvolvido um modelo matematico para descrever a interagao
entre cianobactérias produtoras de cianotoxinas e zooplancton. Em cada instante de tempo ¢,
denotamos por A(t) a concentragao de cianobactérias, T(t) a concentracdo de cianotoxinas e Z(t) a

concentragao de zooplancton.

Consideramos que as cianobactérias sdo produzidas a uma taxa y € morrem a uma taxa W, - 0]
zooplancton é produzido a uma taxa r e morre a uma taxa W, - O pastejo do zooplancton que se

alimenta das cianobactérias € modelado utilizando-se a lei de acdo das massas, através do produto
AZ. Portanto, a medida que ocorrem essas interagbes a uma taxa B, diminui a concentragao de
cianobactérias (- BAZ ) e aumenta a concentracdo de zooplancton (+ BAZ). As cianotoxinas sao
produzidas pelas cianobactérias @ uma taxa ¢ e sdo desativadas (por alguma reagdo quimica) a uma

taxa M. - O efeito letal das cianotoxinas sobre o zooplancton € modelado pela lei de agado das massas

como - npZT. A medida que ocorrem as interagdes entre a toxina e o zooplancton, diminui também a

concentragdo da toxina envolvida na interagéo ( — pZT).

Com as hipoteses consideradas construiu-se um modelo matematico de equacgdes diferenciais

ordinarias nao-lineares dado por:

rdA

@ = ~AAd—[FAZ — psA

ddt

T

@ _ A — pZT — purT

dt

VA

(T = rZ+ BZA—-npZT —pzZ
L

RESULTADOS E DISCUSSAO:

Para o estudo analitico do modelo matematico devem ser obtidos os pontos estacionarios e,

para estudo dos possiveis comportamentos das trajetérias dindmicas, para cada ponto deve ser feita a
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anadlise de estabilidade local. As equagdes em regime estacionario sdo obtidas igualando a zero as
derivadas temporais do sistema de equacdes diferenciais. Com isso obtemos um sistema nao-linear e
resolvendo-o determinamos as coordenadas dos pontos de equilibrio P = (A, T,Z). Para a analise de
estabilidade local dos pontos de equilibrio deve ser analisado o sinal da parte real dos autovalores da
matriz Jacobiana avaliada no ponto. Para obter o polinbmio caracteristico, deve ser calculado o
seguinte determinante det(J — AI). As raizes do polinbmio caracteristico correspondem aos
autovalores da matriz Jacobiana avaliada no ponto [9,10].

O primeiro passo foi determinar os pontos de equilibrio. Por meio de manipulagbes algébricas e
técnicas de resolucdo de sistemas de equacgdes, obteve-se dois pontos de equilibrio: o trivial P, (com
auséncia de zooplancton e auséncia de cianobactérias, e consequentemente de cianotoxinas), € o

ponto P, de coexisténcia das espécies. As expressdes destes pontos sdo apresentadas a seguir:

P

1 (Al' T1’ ZI) = (0,0,0)

_ _ ) Boa ()
P,= (Az’ T, Zz) = (5 -Q)’ e(Y-n)twB’ B ),

em que

Qo = piY—uAEﬂTB

Observa-se que, para o ponto P, ser biologicamente viavel com coordenadas positivas, &

necessario que as seguintes condigbes sejam satisfeitas:

a)y>uAer<uZeQ0>10u
b)y>uAer>uZeQ0< 1

Utilizando a matriz Jacobiana calculada no ponto P, calculamos as raizes da equacao

caracteristica det(J(0,0,0) — A I) = 0, que correspondem aos autovalores: 7\1 =Y —u, ,AZ ==,

7\3 =r-—u,coma seguinte analise:
a) 7\1 =Y —n, Para 7\1 <0, w,> . Sendo que i, € a taxa de mortalidade de cianobactérias e y é a

taxa de producdo de cianobactérias. Logo, para o autovalor ser negativo a populagdo de
cianobactérias deve estar decaindo.

b) }‘z == W, Para ?\2 <0, W, > 0. Sendo que W, € a taxa de desativacao de cianotoxinas, logo, esse é
um valor sempre positivo, o que torna o autovalor Azsempre negativo.
c) 7\3 =T -, Para 7\3 <0, w,>r. Sendo que i, é a taxa de mortalidade dos zooplanctons er é a

taxa de producao dos zooplanctons. Logo, para o autovalor ser negativo, a populagao de zooplanctons
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deve estar decaindo. Portanto, para o Ponto 1 ser localmente e assintoticamente estavel os trés
autovalores reais devem ser negativos.
Para a andlise da estabilidade do ponto P, deve ser realizado um estudo do polinémio

caracteristico:
N=24+dA +dAr+d
"pz( )= + 2 + 1 + 0

A obtencao dos coeficientes com calculos extensos e detalhados sdo omitidos. Para garantir a
estabilidade local do ponto P, é necessario analisar o sinal da parte real de todos os autovalores.

Como nao é possivel obter analiticamente as solugdes de q;z(x) = 0, € necessario analisar se as

condicbes do critério de Routh-Hurwitz para o polindmio de grau 3 sdo satisfeitas. As condigdes sao:
d2> 0, d0> Oedzdl— d0> 0.

Assumindo que todos os parametros sao positivos, e considerando as condi¢gbes para que P,

seja biologicamente viavel, verifica-se que d2 > 0, e d0 > 0, se Q0 < 1 e negativo se Q0 > 1. Através

de uma extensa analise conclui-se que dZd1 — d0 > 0sef> pe dzd1 — d0 < 0sef < p.

CONSIDERAGOES FINAIS:

Neste trabalho desenvolvemos um modelo matematico com o propdésito de estudar a dindmica
de interagcdo entre zooplancton e cianobactérias produtoras de toxinas. Supomos que, para as
espécies deste modelo, a de zooplancton se alimenta da espécie de cianobactérias que, por sua vez,

produz uma toxina que mata o zooplancton.

Com a analise de estabilidade local é possivel prever o comportamento das trajetorias
dindmicas, indicando se, com o passar do tempo as populagdes irdo entrar em extingao (caso em que
o ponto trivial é localmente assintoticamente estavel) ou se ambas espécies irdo coexistir (caso em
que o ponto P, é localmente assintoticamente estavel). Os resultados mostraram que havera extingao
sempre que as condi¢cdes de crescimento das cianobactérias e do zooplancton forem desfavoraveis,

como era de se esperar (y < w,er< uZ). Por outro lado, ambas espécies irdo coexistir se as
condi¢cbes de crescimento das cianobactérias forem favoraveis (y > uA) e, embora a taxa de produgao
do zooplancton seja menor que a taxa de mortalidade (r < uZ), sua manutencgao e estabelecimento no

meio é propiciada através do fato que, sua alimentagado por cianobactérias é mais forte que o efeito

maléfico das toxinas sobre sua populacéo (B > p e Q, < 1).

Para possibilitar um estudo analitico mais detalhado do modelo, fez-se necessarias algumas
simplificagdes na construgdo do modelo matematico, tais como: crescimento malthusiano tanto para
cianobactérias quanto para o zooplancton, e produgcdo de toxina proporcional a quantidade de

cianobactérias.
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Tais simplificacdes sdo razoaveis, e com elas o objetivo central deste projeto foi alcangado, que
era propiciar condicbes para o estudante adquirir habilidades matematicas, de analise e interpretacao
de sistemas dinamicos, trazendo contribuicbes para sua formagao académica, especialmente por se

tratar de um problema de grande interesse para a area Ambiental.
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