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1 Introducao

Neste trabalho vamos calcular a correcao
em l-loop do momento magnético do
elétron, também conhecido como fator
a. = g— 2 do elétron. Além de nos for-
necer a constante de proporcionalidade en-
tre o momento magnético do elétron e seu
momento angular, este fator também nos
fornece indicios que o elétron é, de fato,
uma particula elementar, pois o seu g ¢ um
numero “quase” inteiro. A titulo de com-
paracao, no caso de particulas compostas,
como o proton e o néutron, o fator g é carac-
terizado por possuir grandes desvios de um
numeros inteiros, g, = 5.585 e g, = 3.826,
respectivamente. Dentro do contexto da
mecanica quantica relativistica, o valor
previsto pela equacao de Dirac para mo-
mento magnético do elétron é g = 2. En-
tretanto dentro Eletrodinamica Quantica
(QED) é sabido que o momento magnético
do elétron ganha uma pequena correcao,
devido aos efeitos puramente quanticos,
que pode ser somente calculado dentro do
formalismo da Teoria Quantica de Cam-
pos. Esta pequena correcao recebeu o nome
de momento magnético anomalo. Neste

trabalho vamos determinar analiticamente
a contribuicao em 1-loop para este fa-
tor, que corresponde a primeira e a maior
correcao, que ele adquire por corregoes
quanticas. Ela pode ser calculada através
da correcao radiativa em 1-loop do vértice
féton-elétron da QED. Este calculo foi
feito pela primeira vez em 1948 por Ju-
lian Schwinger, e o valor que encontra-
remos aqui é ¢g— 2= a/27 ~ 0.0011614,
onde o = e?/4m é a constante de estrutura
fina.

2 Metodologia

O primeiro passo é analisar dentro do
contexto da Mecanica Quantica qual é a
predicao que esta teoria nos fornece para o
momento magnético do elétron. Para isso,
vamos utilizar o limite nao relativistico da
equacao de Dirac na presenca de um campo
eletromagnético, que nos leva a chamada
equacao de de Pauli.

Sabemos que para acoplar o campo ele-
tromagnético, A, na equacao de Dirac, uti-
lizamos a prescricao do acoplamento mi-
nimal, 0, = D, =0, —teA,, onde e ¢ a
carga do elétron. Assim, na presenca de um
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campo eletromagnético a equacao de Dirac
se torna

(4" Dy —m)ip =0, (1)

com m sendo a massa do elétron.

Com o intuito de estudarmos o limite
nao relativistico desta equacao, ou seja, de-
rivar a partir dela a equacao de Schrodinger
na presenca de um campo magnético, po-
demos “tormar o quadrado” da Eq. (1), e
chegar em

(19" Dy + m)(iy" Dy — m)p =0

€ 14
(DD = o™ Fy 4+ ) =0, (2)
onde o tensor eletromagnético é definido
como F),, = 0,A, —0,A,, e o™ = 5[y, 9"].
Na sequencia, que o
elétron esteja submetido a um campo

consideremos

magnético fraco e constante, direcionado
no eixo z, de forma que podemos des-
prezar termos de O(A?). Devido a in-
variancia de gauge, podemos escolher Ay =
0, Ay = 3Bx* e Ay = —1Bz', 0 que leva a
F9 = B. Neste limite, a primeiro termo
que aparecem na Eq. (2) se torna

D? = 37 —ie(8;Ai + Aid;) + O(A?)
D? = 07 —ieB(2'0, — 2°0,) + O(A?)

D} =V’ —eB-(Ex§)+0(A), (3)
onde L = (¥ X p) é o operador momento
angular orbital. Note que, o mo-
mento angular orbital gera um momento
magnético orbital que interage com o
campo magnético presente no sistema.
Como a solucgao total da equacao de Di-
rac ¢ uma combinagao das solucoes linear-
mente independentes, podemos substituir
Y — e " na Eq. (2), onde fatoramos a
energia de repouso do elétron para que con-

sideremos o caso nao relativistico [2]. Uti-
lizando que

ij ijk (0" 0
ajzejk(o gk) .
(4)

Entao, no limite nao relativistico o se-
gundo termo da Eq. (2) se torna

(& (&
EO-/JVFMU — 50'3(F12 — FQl)

= SQO‘SB =2B-S. (5)

Substituindo as Egs. (3) e (5) na Eq. (2)
e desprezando as derivadas temporais de or-
dem superior, obtemos a equacao de Pauli

, 1l 2o € = = = _
—Zat—%v —%B - (L+29)| ¢=0.
(6)

Desse modo, verificamos que o momento
angular de spin tem uma interacao com o
campo magnético externo duas vezes mais
intensa que o momento angular orbital. O
fator 2 na frente do spin é conhecido como
o fator g de Dirac.

A predicao que g =
mente relevante para confirmar a validade
da equacao de Dirac. Entretanto, com os
avancos das técnicas experimentais, no final
da década de 1940, um valor mais preciso
para o momento magnético do elétron foi
encontrado, de 2.00118+0.00003. Entao,
um dos desafios da QED passou a ser
derivar o chamado momento magnético

2 foi historica-

anomalo do elétron, também conhecido
como fator g — 2.

Para calcular esta quantidade dentro do
formalismo da QED é conveniente decom-
por o elemento de matriz de uma corrente
eletromagnética, J*, em sua estrutura ten-
sorial Lorentz mais geral, ou seja,
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Figura 1: Diagramas em nivel de arvore (a) e as correcoes em 1-loop (b)-(e).

(', s'17(0)|p, s) =

_ ot qy,
Uy (p') [V Fi(q%) +

F 2
om 5(q7)| u

onde |p, s) denota o estado com momento p
e polarizacdo s e ¢ = (p' — p). As fungdes
Fi(¢%) e Fy(¢?) sao os chamados fatores de
forma.

Utilizando a decomposicao de Gordon no
lado direito da Eq. (8), esta equagao pode
ser rescrita em momento transferido ¢ = 0
na forma

2m

(F1(0) + F2<o>1} us(p).

10" qy

2m

O primeiro fator de forma, F3(0) =1, é
a carga elétrica, ao passo que o segundo re-
presenta o momento magnético do elétron.
Notamos que este ultimo é deslocado por
um fator 1 + F5(0), sendo exatamente esta

a quantidade que iremos determinar utili-
zando a QED.

3 Discussao e resultados

No painel (a) da Figura 1 mostramos
o diagrama em nivel de arvore do vértice
féton-elétron, e nos quatro painéis (b)-(e)
suas respectivas correcoes em 1-loop. Ex-
ceto o diagrama (b), todos os demais sao

o

proporcionais v*, contribuindo apenas para
o fator de forma Fi(¢?). Assim, a tnica
contribuicao para Fh(¢®) é devida exclusi-
vamente ao diagrama (b).

Aplicando as regras de Feynman para o
diagrama (b), encontramos que a corre¢ao
do vértice, I'*, que esta associada ao fator
de forma F(q?), pode ser escrita como

NH
M= _iGZ/f’ (9)

4
onde introduzimos a notagao [, = f d ’§4 e
estabelecemos as definicoes

Nt =" (' +E+m)y (p+Kk+m)y,  (10)
1 1
D K[+ k)2 —m[(p+ k)2 —m?

Utilizando a parametrizacao de Feyn-
man, podemos reescrever o denominador da
Eq como

D 2/ /1 : k2+2k(3:p +yp)]® "

Agora, fazendo a mudanca de
variavel k — ¢ — (zp’ 4+ yp) e usando que
p? =p*=m?eq® =2m? — 2pp’, o denomi-
nador da Eq. (11) pode ser expresso como

—2// d;cdy AQ)

(x + y myq2.

Ja no numerador faremos as substi-
tuicoes

(12)

com A? =

P = (1—x)p" —yp"

Pr—(1—y)p' —ap,  (13)
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0 que nos leva a

Nt =A"(P'+f+my (P+L+m)y, . (14)

Substituindo os resultados das Eqs. (12)
e (14) na Eq. (9), chegamos na seguinte in-
tegral para a correcao do vértice

1 pl—2x NH
F“:—i262/ / dx dy /—3 . (15)
0Jo (2 — A?)

Antes de prosseguir no calculo desta
integral, podemos fazer as seguintes ob-
servagoes que irao simplificar os nossos
calculos.

1. Pela Eq. (8) podemos observar que ter-
mos proporcionais a y* contribuem so-
mente para o fator de forma Fj(0) e,
portanto, podem ser desprezados, ja
que queremos determinar F5(0).

2. Os termos lineares em ¢ no numera-
dor, “do tipo ¢,”, produzirao funcoes
impares, que quando integradas em li-
mite simétrico dao zero.

3. Ja o termo quadratico em ¢, “do tipo
KAKWA#WP”, apos fatorarmos as ma-
trizes de Dirac, ele nos levara a uma
integral com dois indices de Lorentz,
I,, que deve ser simétrica pela troca
de A <> p. Como o resultado desta
integral deve ser independente de /¢
(variavel de integragao), o resultado
s6 pode ser proporcional ao tensor
métrico, ou seja, I, = Rgy,. Assim
a contribuicao do termo completo sera
~ (244 e pode ser descartado, pois é
proporcional a ~* [1].

4. Ja para o termo mv”(l}b/’y’“‘ + Py,
que ¢é independente de ¢, fazemos o
uso da identidade v*~y*yP~, = 4¢*°1,,
sendo [, a matriz identidade em
4D, o que nos permite reescrever
a expressao como 4m(P" + PH).

Agora utilizando a Eq. (13) obtemos
Am[(1 — 2z)p™ + (1 — 2y)p"].  Pode-
mos separar a integral em duas, inter-
cambiar x e y em uma delas e unir
as expressoes novamente, fato permi-
tido pelo denominador ser simétrico
pela troca x < y. Obtemos assim
4m(1 —x —y)(p™ + p"), como primeiro
termo do numerador.

5. Ja para o termo ”y’/P,’y”P% utilizamos

a identidade y/AyAyHyPy, = —2P kA
e reescrevemos como —ZPVMP/. Utili-
zando mais uma vez a Eq. (13), e lem-
brando que estes termos encontram-
se entre bispinores que satisfazem as
equagao de Dirac, u(p')p’ = mu(p’) e
pu(p) = mu(p), podemos, entao, rees-
crever o termo como

—2Py P = (16)
—2[(1—y)p—am| " [(1 —z)p —ym].

Note que podemos eliminar o termo
quadratico em m por ser propor-
cional a ~*. Depois, utilizando
{+v", 74"} = 2¢", podemos transformar
Py 4+ MY em pt + p't, obtendo as-
sim 2m(p! + p") [z(1 — z) + y(1 — )]
para o termo linear em m.  Por
fim, para o termo independente de
m, pvﬂp’ pode ser convertido em
(p" + p")m mnovamente trocando p’
por m devido ao bispinor wu(p).
Logo, —4m(p" + p")(1 —z)(1 —y) é o
ultimo termo obtido para o numerador.

Somando as contribuicoes dos itens 4 e

5 acima, obtemos que o numerador é dado
por

Nt=2m(p"+p")(x+y)(1—z—y). (17)

Para calcular a integral (15) na varidvel

¢, fazemos a rotacao de Wick, convertendo
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a integral do espaco de Minkowski para o
euclidiano, o que nos leva ao resultado

d*l 1 1
/(27)4 (2= A2 +ie)? 32w A%
(18)
onde o fator ie surge devido aos pro-
pagadores envolvidos. Nesse caso,
A? = (x+y)*m? sendo o termo xyq?
zerado, pois estamos interessados em

F5(0). Por fim, ao integrarmos sobre os
parametros de Feynman, obtemos

62 pu + p/u
57

Ainda, pela identidade de Gordon pode-
mos reescrever o vértice de modo a obter

p'+p*
- 2m

I = (19)

2m

Fy(q?).
(20)

I =~" [F1(¢*)+Fa(q%)]

Comparando as Egs. (19) e (20) chega-
mos que
e
=5
sendo este o resultado obtido por Schwin-
ger em 1948 para a correcao do fator g do
elétron, ja que F»(0) =g — 2 [3].

F5(0) (21)

4 Conclusoes

Neste trabalho revisitamos um dos
calculos mais emblematicos da QED, o mo-
mento magnético anomalo do elétron. A
determinacao do fator g — 2 foi realizada
em 1-loop, ou seja, em O(«) em teoria de
perturbagao, reproduzindo o resultado ob-
tido por Schwinger em 1948.

Atualmente os calculos tedricos para o
momento magnético anomalo do elétron ja
foram realizados até O(a”), onde existem
12672 diagramas que precisam ser analisa-
dos. Utilizando o resultado destes calculos,
predicao tedrica da QED concorda com

o valor medido experimentalmente em 10
numeros significativos, ou seja, QED pos-
sui uma precisao de 1 parte em 10 bilhoes
(1019). Este impresssionante resultado faz
com que o momento magnético anomalo
seja a predicao teorica verificada experi-
mentalmente mais precisa da histéria das
ciéncias.
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