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Introducao

As atividades desenvolvidas pelo bolsista durante o periodo vigente da bolsa de Iniciacdo Cientifica
(PIBIC) com fomento do CNPq em quota de 2022-2023 consistiram inicialmente em um estudo teérico
aprofundado de uma série de livros-textos introdutorios a Teoria de Probabilidades e Fisica Estatis-
tica [1]. Posteriormente, os conceitos tedricos adquiridos foram aplicados ao estudo do chamado modelo
de Ising [2], introduzido originalmente para se investigar a transicio de fases que ocorre em materiais

ferromagnéticos.

Definicao e apresentacao do modelo tedrico

O estudo de transicoes de fase relaciona-se aos trabalhos seminais de van der Waals, quem prop6s uma
equacédo de estado fenomenolégica, o que possibilitou descrever a transicdo de fase observada em flui-
dos simples [3]. Transi¢oes andlogas ocorrem em materiais ferromagnéticos, cujas primeiras tentativas
tedricas de descricdo nos remetem ao projeto de doutorado proposto a Ernst Ising pelo seu orientador,
Wilhelm Lenz — que ficou conhecido posteriormente como modelo de (Lenz-)Ising —, cuja solucéo exata
do caso unidimensional [2], ndo apresenta, no entanto, transicdo de fase a temperatura finita. Formu-
lado originalmente como um modelo termoestatistico para explicar o ferromagnetismo do ponto de vista
molecular, sua simplicidade reside em considerar uma rede de N spins localizados, com apenas dois
estados possiveis (spin s = %, de estados S; = +1, para todos os sitios da rede i = 1,---,N), cuja energia
é descrita por um operador hamiltoniano com interagdes apenas entre pares (i, j) de primeiros vizinhos

na rede,
H=-JY SiSj-H) S;, Si=+1, Vi=1,..,N, 1)
@, i
onde o parametro J > 0, chamado de interacédo de troca, privilegia o ordenamento paralelo dos spins
a baixas temperaturas. O segundo termo corresponde ao desdobramento Zeeman na presenca de um
campo magnético externo H, termodinamicamente conjugado a magnetizacio extensiva, associada a

média térmica dos spins, M = <Z Si), no ensemble apropriado de Gibbs.
13

Para um sistema em uma dimensédo e condi¢dbes de contorno livres, o problema se reduz a uma
cadeia linear com N + 1 spins. Neste caso, a energia interna Ui(IN) de uma configuracio da cadeia
Sy =(S1,....,8N+1)r, £ =1,...,2N*1 com o numero de paredes pr(N)=0,1,...,N ao longo da cadeia —
que também pode ser identificado como o nimero de inversdes de spins ao longo da cadeia —, o nimero

de configuracoes degeneradas Qn[pr(N)], a magnetizacio total da cadeia M} e a magnetizacédo por sitio
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mp, sdo dadas por

N 2(N)
UN)=-J ) S8;S;:1=-NJ+2Jpp(N), Q N)]= s 2
¢ ==J ), SiSin +27p(N) NN = e PR T 2)
N+1 1
M) = X Sis (V) = g My, 3)

Podemos também considerar a mesma cadeia linear de N + 1 spins com condi¢des de contorno perié-
dicas, isto é, formando uma cadeia fechada, no qual o dltimo spin i = N + 1 interage com o primeiro spin
i = 1. Observa-se, neste caso, que as configuracoes & = 1,---,2V*1 da cadeia de N + 1 spins néo se alte-
ram, permanecendo as mesmas independentemente das condices de contorno, livres ou periédicas. Por
outro lado, uma importante observacéo é que, para qualquer configuracio £ em que os spins das extre-
midades em cadeias com condigdes de contorno livres forem opostos, o nimero de paredes associado py,
é um inteiro impar. Para a mesma configuracio £ numa cadeia com condi¢oes de contorno periédicas, o
numero de paredes sera aumentado de um, por haver a parede adicional no final da cadeia, a qual néao
existia antes, quando a cadeia era livre. A magnetizaciao M}, da configuragio %, no entanto, néo se altera
mudando-se as condicdes de contorno de livres para peridédicas. Ja as configuracdes £ da cadeia onde os
spins coincidem nas extremidades possuem o mesmo numero p;, de paredes, que necessariamente deve
ser um inteiro par, tanto para condicées livres como para periédicas. Neste caso o nimero de paredes pp,
néo se altera mesmo mudando-se as condicdes de contorno. Ademais, a energia interna Uy, (N) — Up(N)
possui o seu valor acrescido de —/S1Sy+1 devido a interagdo adicional entre o primeiro e o ultimo spin,

de forma que

J 3 A 2[(N +1)!
Uk(N):_JZSlSH'l:_(N+1)J+2Jﬁk(N), ONIpr(N)] = [(N+D)!]

4
i=0 [N +1-prN)INpRAD]Y @

onde definimos Sg = Sy+1 € 0 nimero de paredes da cadeia pp(N)=0,2,---,2 [%J pode incluir agora

uma parede apés o ultimo spin i = N + 1, que antes, no caso de cadeias livres, néo existia, portanto, nao

era contabilizado para p;(IV). Note que 2 [%J =N +1 (N inteiro impar) ou 2 [%J =N (N inteiro par).

Utilizando-se as expressoes analiticas encontradas, podemos efetuar uma analise da energia livre
de Gibbs por sitio g no limite termodindmico N — oo em termos da razio intensiva x dependente do

numero de paredes p; = Nx, cuja minimizacio nos fornece a fracdo de paredes x(7T") a temperatura T,

1
g(x)EA;im K]Gk(N):—J+2Jx+kBT[(1—x)ln(l—x)+xlnx], xEA}im ﬂ, (5)
p—oo p—00
T =N ag _ _ = _ 2J -1
ga=9=—"| =2J-kpTln(-0-Inxl,s=0 — )= [1+exp(kB—T)] . (6)
Xl x=x

Resultados numeéricos e analiticos

Foi desenvolvido inicialmente um cédigo no Wolfram Mathematica® que, para um dado valor de N

inteiro de entrada, geram-se inicialmente as 2V*!

configuracdes possiveis da cadeia linear de N +1
sitios, obtendo-se, para cada uma delas, o nimero de paredes pr(IN) através da enumeracéo explicita
exata, considerando-se tanto condi¢des de contorno livres como periédicas. Utilizando-se as expressoes
definidas na se¢fio anterior, determinam-se U, (N) - HMp(N), M,(N) e QnI[pr(IN)] para cada uma das
configuracdes k. Nas Tabelas (1a) e (1b) a seguir apresentamos os resultados obtidos para N = 2. Trata-
se de uma cadeia extremamente curta, mas o cédigo implementado pode gerar cadeias mais longas,

embora o calculo torna-se demorado a partir de N £ 15 — 816s e 801s para condigdes de contorno
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livres e periédicas, respectivamente.

Tabela (1a): condicgoes livres ’ Tabela (1b): condicoes periédicas ‘
k| U-HM, | My | Onlped [pe | | B | Oh-HM, | My | Onlal | pr |
(BR -2J-3H | 3 9 0 T -3(J+H) | 3 9 0
iy -2J+3H | -3 [ -3(J-H) | -3
Tl -H 1 LIt J-H 1
bitto-E 1| Litie| J-H |1
[y H -1 IR J-H 1 6 9
L H -1 T J+H -1
T 27— | 1| [, LUt J+H | -1
LIt | 2J+H | -1 T J+H -1

Tabela 1: Resultados obtidos através da enumeracio exata em cadeias lineares com N = 2 e condic¢des
de contorno: (a) livres; (b) periédicas. Nas configuracoes % da cadeia, as setas indicam a orientacdo dos
spins e as paredes sio representadas por barras verticais entre spins vizinhos opostos. Note que as con-
figuragoes na Tabela (1b) permanecem as mesmas da Tabela (1a) — exceto pela possivel parede final —,
mas, de forma geral, somente a magnetizacgio total My e os valores pares de p; permanecem inaltera-
dos. Para a apresentacéo dos resultados, as configuracoes & foram ordenadas, apds serem geradas pelo
Wolfram Mathematica®, por p;, e, sucessivamente, M; em ordem decrescente.

Os resultados obtidos para cadeias com o mesmo valor de N = 2, porém condic¢des periddicas de con-
torno [Tabela (1b)], possuem a interacdo adicional entre os spins das extremidades da cadeia, formando
assim uma cadeia fechada e a possibilidade de existéncia de uma parede em sua extremidade final. Esta
mudanca afeta, por exemplo, todas as configuracées com pj = 1 da Tabela (1a), que passam a fazer parte
de pr =2 na Tabela (1b).

Do ponto de vista macroscépico, as configuracoes individuais 2 ndo sdo relevantes, por isso foram
elaboradas novas tabelas, onde contamos apenas as duplica¢ées em {pp,M}}. Por outro lado, para um
dado valor fixo de pj, discriminamos nestas novas tabelas os valores distintos de M} compativeis. A
partir deste procedimento, os valores de Qn[M, p] obtidos pela enumeracio explicita para as configu-
ragdes acessiveis em cadeias lineares com N = 10 sujeitas aos dois tipos de condi¢ées de contorno séo
apresentados nas Tabelas (2a) e (2b). Este particular tamanho da cadeia foi tomado como exemplo, pois

os codigos computacionais elaborados possuem N como um parametro de entrada.

A fim de verificar a consisténcia dos resultados obtidos, podemos efetuar as somas sobre as colunas

e as linhas da matriz convertida,

2(N") ~ ~ 2[(N + 1)
Qnlpl= QNIM,pl= ——F——, Qnlpl= ONIM,pl= ———— (7)
NP M:%(p) NP (N -p)'p! NP M:%(ﬁ) NP (N+1-p)p!
QniMl= ) QnIM,pl=QnIM]l= Y QnIM,pl= W+ 1Y (8)
T S S T T B 1+ ) [JV + 1-3D)!

As expressdes de Qn[p] e Qnlp] ja foram obtidas anteriormente nas Eqgs. (2) e (4), enquanto Qn[M] =
Qn[M] representam um problema classico de probabilidades — ver, por exemplo, o final da secéo 2.3 da
Ref. [1b]. As somas totais ¥ QnIpl =Y Qnl[pl =Y QnIM] =Y Qn[M] =2N+1 = 2048.

p p M M

Por outro lado, introduzindo as variaveis adimensionais j = fJ, h = fH, a fun¢do de parti¢do no
ensemble de Gibbs magnético Y (T, H) para condicdes de contorno periddicas pode ser expressa em

termos dos autovalores A, da matriz de transferéncia T' [4], sendo v+ os autovetores associados,

. =e’coshh + \/ezj cosh? — 2senh(2)) = e/ cosh’ + Ve senh?h +e~2/, Tvs =Asvs, 9
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quais podemos obter as expansoes de Taylor

Yerv)=e AL = Vrode =L+ DIV - 12 +4r20, (12)
(vVro )V Y (o 0) = YV e, 0) N )

2|2 N+1 ) )
2 > ONIM, plrPy N+ D2, (13)
=0,2,+ M=—(N+1),-(N-1),-

p

_ N
(\/;)N(\/;)N+1Y(r,v)=%(v+1) YN@r,v)-yN(r,v)

Y+(r,v)—y-(r,v)

ylf(r,v)+)/]_v(r,v)] + % (O 1) +4rv]

N N+1
— Z Z QN[M,p]er(M+N+1)/2, (14)
p=0,1, M=—(N+1),~(N—-1),
onde os coeficientes para condicdes de contorno periédicas Qn[M, ] e livres Qn[M, p] podem ser obti-
dos através dos comandos CoefficientList [(\/rv)NJrl Y(r,v),v,r?] e CoefficientList [(\/F)N(\/E)NJr1
Y (r,v),v,r| do Wolfram Mathematica®. Este comando é bem eficiente, levando apenas cerca de 65s e
243 s para fornecer os resultados para cadeias com N = 100, que alternativamente exigiria a analise
por enumeracio exata de 2101 = 2,5 x 1030 configuracdes, valor que excede o nimero de Avogadro por

algumas ordens de magnitude!

Conclusoes

O bolsista cursa Licenciatura em Fisica, de forma que néo havia tido contato prévio com os temas envol-
vidos neste projeto de pesquisa. Desta forma, apés estudos iniciais dos conceitos tedricos gerais, ele os
aplicou a um problema especifico de forma a assimiléd-los. Em particular, ele efetuou uma analise deta-
lhada de alguns aspectos da solu¢do do modelo de Ising unidimensional [2], considerando inicialmente a
enumeracédo exata, tanto para condi¢ées de contorno livres como periédicas, bem como obteve Y(T',H) e
Y (T,H) através do método da matriz de transferéncia [4]. Além disso, o projeto permitiu um contato do
bolsista com programas computacionais de manipulagio algébrica, como Wolfram Mathematica®, cujo

dominio sera imprescindivel a futuros avancos na area.
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