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INTRODUCAO

O carro-péndulo & um sistema mecanico
complexo, caracterizado por sua dinamica nao
linear e exigéncias matematicas avancadas.
Ele pode ser usado como uma simplificagao
de sistemas desafiadores, tais como foguetes,
Segways e overhead cranes, conhecidos como
ponte rolante ou guindaste de porto [1, 4, 7].

O overhead crane consiste em um carro
gue se move unidirecionalmente, ao qual esta
acoplada uma carga por meio de um cabo inex-
tensivel. A medida que o carro se locomove, a
carga translada e rotaciona de forma anéloga
a um péndulo. Portanto, movimentos brus-
cos sao indesejados, pois podem danificar o
conteldo da carga [3].

O transporte eficiente de cargas pesadas
requer movimentacao rapida e precisa entre
dois pontos [1, 3]. Esse desafio esta relaci-
onado ao problema de rastreamento de tra-
jetéria, onde & necessario projetar uma lei de
controle para que o sistema mecanico siga uma
referéncia predefinida. No caso do overhead
crane, esse problema torna-se ainda mais com-
plexo devido a necessidade de controle pre-
ciso tanto do carro quanto da carga, garan-
tindo que eles sigam um perfil de trajetéria de
posicao ou velocidade especifica ao longo do
tempo, superando nao linearidades e possiveis
perturbagdes no sistema.

A técnica de controle por ganho escalonado
(gain scheduling) é particularmente aplicavel a
este sistema, permitindo uma abordagem mo-

dular. Essa estratégia trata o problema nao li-
near como um conjunto de subproblemas line-
ares [5, 6]. Ao linearizar em diversos pontos
de operagao distintos e projetar um controla-
dor linear para cada ponto, é possivel abor-
dar o sistema nao linear de forma mais ge-
renciavel. Além disso, a utilizagao do problema
de controle #H, fornece uma metodologia efici-
ente para obtengao de desempenho e robus-
tez, permitindo um controle efetivo mesmo na
presencga de incertezas e perturbagoes [2, 8].

Tendo em vista que o ganho escalonado
nao impode restricbes as estratégias de con-
trole, € possivel explorar diferentes aborda-
gens. Com o objetivo de obter robustez, sao
utilizadas funcdes de ponderagao para modi-
ficar as fungbes de loop gain, sensibilidade e
sensibilidade complementar [9].

METODOLOGIA

Equacoes de movimento

O overhead crane pode ser modelado como
um carro-péndulo, conforme ilustrado na Fi-
gura 1. Nessa representacdo, as massas do
carro e da carga sdo denotadas por M (kg) e m
(kg), respectivamente. O comprimento do cabo
€[ (m), e a aceleracao da gravidade € indicada
por g (m/s?). O deslocamento linear do carro
é representado por ¢(t) (m), enquanto o deslo-
camento angular da carga € denotado por 6(t)
(rad). Além disso, a forca externa aplicada ao
sistema é dada por f(t) (N).
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Figura 1: Sistema carro-péndulo.
A equacao de movimento do sistema
overhead crane é dada por:
(M 4+ m)i + ml(fcos® — §*sinf) = f

. 1
10 + cosOG + gsinf =0 )

Por meio de desacoplamento e manipulagdes
algébricas, é possivel reescrever a equagao de
movimento da seguinte forma:
aij—as—az=f @)
la10 + ag cos O + ay = —fcos@

em que
a1 = M +m — mcos® 6
ag = mlh? sin O
a3 = mgsin @ cos 6
ay = (M +m)gsinf
A lei de controle f(t) é definido como sendo
ft) =aju(t) —az —as (3)

em que u(t) € uma nova lei de controle virtual.
Substituindo (3) em (2), obtém-se

q(t) = u(t) @
0(t)secO(t) = B(gtan O(t) + u(t))
com 8 = —1/1. Essa substituicao simplifica a

equacgao (2), tornando a dinamica translacional
linear e desacoplada da dinamica rotacional.

Formulacgao do problema

Na maioria das aplicacées, o overhead
crane realiza o transporte de uma carga entre
dois pontos, sendo y,(0) = y;, a posi¢ao ini-
cial da carga, e y,(c0) = yy, a posi¢éo final da
carga. O deslocamento absoluto horizontal da
carga € dado por

Yp(t) = q(t) + Isinf(t) (5)

Em geral, é desejavel que o deslocamento
entre y; e yy seja realizado no menor tempo

possivel com minima oscilagdo da carga ao
longo do movimento. Esse movimento pode ser
traduzido em um problema de rastreamento de
trajetoria, onde y, deve seguir uma trajetoria
de referéncia r(t) com minimo sobressinal e
tempo de acomodacao.

Para alcancar esse objetivo, o erro de ras-
treamento e(t) definido como

e(t) =r(t) — yp(t)
deve ser tal que
tlgrolo le(t)| < e

para um e suficientemente pequeno. A re-
feréncia, neste caso, € assumida como sendo
um degrau.

Projeto do controlador

A técnica de controle por ganho escalo-
nado, segundo [6], consiste nos seguintes pas-
S0s:

1. Linearizar a equagao de movimento nao
linear ao redor de um conjunto de pontos
de operagao;

2. Projetar um controlador linear, denotado
como local, para cada uma das equagoes
linearizadas;

3. Implementar um controlador escalonado
composto pelo conjunto de controladores
locais e ativados de acordo com uma re-
gra de escalonamento;

4. Verificar a estabilidade e desempenho
do sistema em malha fechada composto
pelo controlador escalonado e a planta
nao linear;

Dessa forma, o primeiro passo € linearizar a
equacdo de movimento (4) do overhead crane
em um ponto de operagao. Essa linearizagao,
realizada num ponto de operacao arbitrario p =

(6, 0), resulta na expresséo:

i(t) = () o
0(t) = c10(t) + co + cau(t)

com
€1 = —étan(ﬂ_) + Bgsec(f)
co = étan(é)é + Bgsin(f) — Bgl sec(H)

cg = [ cos(d)
Procede-se, entao, a representagao de (6)
no espaco de estados. Para tal, define-se o ve-
tor de estados

s=1[qt) @) 0@)+c2/ca 9(15)}71
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0 que permite reescrever (6) como
5(t) = Aps(t) + Bpu(t)

com

o O O

0
1

o O O O
o O O
o= O O

&1 C3

O deslocamento absoluto horizontal (5) € li-
nearizado em torno do ponto arbitrario p, resul-
tando em

yp(t) = q(t) + I(sin(f) — G cos(9)) + L cos(9)0(t)
=[1 0 lcos(d) 0]s(t)+ U(sin(f)
— B cos(f) — cos(f)ca/cr)
= Cps(t) + p = yg(t) + Gp
com

Cp=1[1 0 lcos(d) 0], Yq(t) = Cps(t)
Gp = l(sin(0) — O cos(d) — cos(f)ca/c1)

Definindo a saida da planta linearizada
como sendo

Yg(t) = yp(t) — gp = Cps(?)

obtém-se a seguinte representacao no espago
de estados da planta local:

— Ap Bp
o=l

Verifica-se que o erro de rastreamento
passa a ser dado por

e(t) = r(t) = yp(t) = 7(t) = (yg(t) + Jp)
= (r(t) = Gp) — yg(t) = 7(t) — yy(?)

com #(t) = r(t) — g,. Assim, fazer com que
a saida da planta local y,(t¢) rastreie uma re-
feréncia virtual 7(t) leva a saida da planta ndo
linear y,(t) a rastrear a referéncia r(t), minimi-
zando o erro e(t).

No projeto dos controladores locais para o
rastreamento de trajetéria, foi utilizado o dia-
grama de controle apresentado na Figura 2.
Nesse diagrama, as fungbes de ponderacao
W, e W, influenciam, respectivamente, o erro
de rastreamento e o esforgo de controle. Além
disso, K representa o controlador local, G é a
planta linearizada do sistema carro-péndulo, é
denota o erro de rastreamento ponderado, e @
a lei de controle ponderado. Uma Unica fungao
de ponderacao é utilizada para todos os proje-
tos locais.

™
IS4

TA

_I_
Q_ K G Yg

Figura 2: Diagrama de controle.

O problema de rastreamento de trajetéria
€, entao, solucionado utilizando o problema de
controle H,. Para isso, faz-se necessario re-
presentar o diagrama de controle da Figura 2
na configuragdo de planta generalizada, con-
forme dada pela Figura 3.

w z

p

K

Figura 3: Planta generalizada.
Verifica-se, da Figura 2, que

Yy = Gu, u = Ke,

u = Wyu,

e=7—1y,
e =Wee

Portanto, os sinais da planta generalizada sao
dados por

el [Wee|  [Wew — W.Gu
= lal T Wau!| Wou

e

f

Assim, a relagao entre entradas (v e w) € as
saidas (z e y) € dada por

Z1 We —WeG
=[5 ol
Y 1 -G
sendo P(s) a planta generalizada dada por
We —-W.G
P(s)=10 Wy
I -G

Essa planta P(s) também pode ser represen-
tada no espaco de estados como segue:

&(t) = Az(t) + Biw(t) + Bau(t)
z(t) = Chz(t) + Dyjw(t) + Digu(t)
y(t) = Cgl'(t) + Dglw(t) + Dggu(t)
As matrizes que compdem a planta genera-
lizada séo utilizadas para o projeto do controla-
dor H,, 0 qual minimiza a norma - da fungao

de transferéncia que relaciona a saida 2z a en-
trada w. Esse controlador € obtido a partir da
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solucao das duas equagoes algébricas de Ric-
cati, dadas por:

(A — BoR'DLC1)T X + X (A — BoRy ' DL, Cy)
—~ XBoR;'BI X + CT(I — D1oR'DT,)C1 =0
(A— BiDL,R;*Cy)Y +Y(A— BiDI, Ry 1 o)
~YCIR;'CY + Bi(I — DI, Ry Do) BY =0

Deve-se notar que as hip6teses para a
existéncia do controlador #H, 6timo sdo, se-
gundo [9]: as matrizes D1 e Dyy devem ser
zero, o0 par (A, By) deve ser estabilizavel, o
par (A,C>) deve ser detectavel, as matrizes
Ry = D1,Diy e Ry = Do DI, devem ser po-
sitivas definidas e as matrizes

[A—jw[ Bg] [A—jw[ 31]

C1 D12’ Cy Doy
devem ser, respectivamente, de posto cheio de
colunas e posto cheio de linhas. Com isso, as
solugbes das equagodes de Riccati X e Y sao
utilizadas nos ganhos F»> e L, dados por:

Fy = =R (B3 X + D,Ch)
Ly = —(YCY + B DI))Ry*
Por fim, o controlador H, 6timo € dado por

_ |A+ Bafy + LoCy —Lo

K ) 0

RESULTADOS E DISCUSSAO

Esta secdo apresenta a simulagao do sis-
tema fisico. Serado discutidos os desempenhos
dos sistemas em malha fechada local e global,
bem como as vantagens da estratégia de con-
trole proposta.

Para os resultados numéricos, foram utili-
zados os valores dos parametros do sistema
fisico (de [3]) dados por:

M = 6,5[kg],
[ =0,6[m],

m = 1,025[kg]
g =9,81[m/s?
As funcdes de ponderacao utilizadas foram
10*(s + 49,45)(s + 4, 55)

We(s) = (s + 10%)(s + 54)(s + 10-)
Wi (s) = S

As condicOes iniciais foram nulas para to-
dos os estados (tanto da planta quanto do con-
trolador) e os pontos de operacgao selecionados
foram

6 = [-20,-10,0, 10, 20
6 = [—400, —200, 0, 200, 400]

Sistema em malha fechada local

Inicialmente, foi calculada a malha fechada
para cada uma das plantas locais, juntamente
com seus respectivos controladores, a fim de
verificar o desempenho de cada sistema. Um
exemplo dessas plantas em malha fechada é
dado abaixo, com § = —10 e § = —200.

15 30

Deslocamento linear [m]
Deslocamento angular [graus]

050 4 f -10

IS
3

-1.5 -30
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Tempo [s]

Figura 4: y,, ¢ e 6 do sistema em malha
fechada local sujeito a uma entrada degrau.

—e(t)

Erro [m]
Forga [N]

-30
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Tempo [s]

Figura 5: e e f do sistema em malha fechada
local sujeito a uma entrada degrau.

Percebe-se das figuras que o deslocamento
absoluto horizontal da carga rastreia assinto-
ticamente a trajetéria de referéncia, com um
tempo de acomodacao de aproximadamente 3
segundos e maximo sobressinal de aproxima-
damente 6,92%. O esfoco de controle maximo
€ da ordem de 21 (N). Foi constatado que os
sistemas em malha fechada locais apresentam
valores de desempenho muito proximos entre
Si.

Sistema em malha fechada global

O sistema em malha fechada global é com-
posto pela planta ndo linear representada pela
equacao (1), pela lei de controle auxiliar dada
pela equacdo (3) e pelo controlador escalo-
nado formado pelo conjunto de controladores
locais. Os resultados para essa configuragao
sao apresentados nos graficos abaixo.
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Figura 6: y,, ¢ e 6 do sistema em malha
fechada global sujeito a uma entrada degrau.

15 30
—e()

Forga [N]

. -
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tempo [s]

Figura 7: e e f do sistema em malha fechada
global sujeito a uma entrada degrau.

Observa-se que o erro de rastreamento
se aproxima significativamente de zero, com
um maximo sobressinal de aproximadamente
2,5%, um tempo de acomodacao inferior a 2
segundos e um esforco de controle menor que
19 (N).

CONCLUSOES

O controlador escalonado, baseado no pro-
blema #5, demonstrou ser eficiente no con-
trole do overhead crane, modelado como um
carro-péndulo. Através desse controlador, foi
possivel garantir estabilidade e precisdo no se-
guimento da trajetéria de referéncia.

Analisando os resultados da simulagao,
verificou-se que o deslocamento absoluto ho-
rizontal da carga rastreou a trajetéria de re-
feréncia de forma assintoética, apresentando um
bom desempenho.

Em suma, o controlador escalonado H, é
uma abordagem viavel e eficaz para o controle
do overhead crane, proporcionando um desem-
penho satisfatorio.

Futuras investigagbes podem concentrar-se
na otimizacao do controlador e na exploragao
de outras técnicas de controle avancado, bus-

cando aprimorar ainda mais o desempenho do
sistema.
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