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1 Introducao

A Relatividade Geral, formulada por Albert Einstein no inicio do século XX, é uma das mais
bem-sucedidas, e conhecidas, teorias da fisica moderna, sendo uma teoria de campos classica que
descreve a gravidade como um efeito direto da curvatura do espago-tempo, devido a presenca de
matéria e energia.

No entanto, existem regides no espago-tempo nas quais as equagoes de campo perdem sentido fisico;
deixando de proporcionar uma descri¢ao acurada das interagoes gravitacionais. A estas regioes da-se
o nome de singularidades, e comumente sao descritas a partir de geodésicas incompletas, ou um
valor infinito ao escalar de curvatura. A natureza e significado de singularidades em Relatividade
Geral é um tépico de pesquisa corrente.

Um tépico atual e indispenséavel ao entendimento de singularidades sdo os Teoremas da Singularidade
de Penrose-Hawking. Os teoremas estabelecem condigbes gerais sob as quais a formagao de
singularidades se torna inevitavel. Claramente, fornecem um arcabougo matematico sélido para
analisar e prever a existéncia de singularidades em RG, permitindo que melhor se investique as
consequéncias fisicas e cosmoldgicas da existéncia de singularidades.

Ademais, abordaremos o Colapso de Oppenheimer-Snyder, um fenémeno dindmico que descreve o
colapso gravitacional de uma massa até a formacao de um buraco negro.

2 Desenvolvimento

Em fisica, o conceito de causalidade mostra-se como um dos mais importantes a ciéncia, e é
fundamental ao estudo de singularidades. Como o nome supoe, é, grosso modo, a relagao fisica
entre o conjunto de causas que precedem um evento, e os efeitos destas causas, que confluem a
ocorréncia do evento. Em Relatividade Especial, como é intuitivo supor, causalidade é definida
através do cone de luz de um dado evento. Particularmente, entende-se por Causalidade o fato
de que um efeito ndo pode suceder uma causa que nao esteja no cone de luz passado do evento.




Similarmente, uma causa nao pode preceder um efeito que nao esteja no cone de luz futuro deste
evento:

pAST LIpH‘ CQ\\‘«

Figure 1: Cone de Luz de um Evento.

Esta sentenga segue vilida em RG, com a relevante diferenga de que relagdes causais entre pontos de
um espago-tempo curvo sao, globalmente, consideravelmente mais complicadas, devido a topologia e
singularidades, em oposi¢ao a estrutura causal simples que tem-se num espago-tempo de Minkowski.
Relembrando, o comportamento de matéria e energia na presenga de curvatura é dada pelas equagoes
de campo de Einstein:
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Particularmente, a estrutura causal na presenca de curvatura se dé através da conexao de pares de
pontos por curvas suaves, normalmente em sua forma paramétrica z#(s), onde z* sdo coordenadas
locais e s, um parametro. As relagoes causais sdo obtidas através da imposi¢dao de condi¢bes nos
vetores tangentes as curvas.

O que ha de se extrair de mais importante na discussdo sobre causalidade sdo Espagos-Tempo
Globalmente Hiperbdlicos (ETGH). Estes desempenham um papel relevante em RG, pois fornecem
uma no¢ao bem-definida de problemas de Cauchy neste contexto. Isto é, se tivermos informacoes
iniciais adequadas em uma hipersuperficie de Cauchy, as solu¢bes das Equagoes de Campo sao
unicamente determinadas e se estendem por todo o espago-tempo. De fato, sua relevancia fisica
condensa-se no fato de que estes sdo a classe de espago-tempo que mais possuem significado fisico
e concreto. Todo o passado, e futuro do universo num ETGH pode ser previsto, ou retrodito, a
partir de informagoes em um instante de tempo em uma hipersuperficie de Cauchy, a partir das
respectivas equagoes dindmicas aplicaveis. Isto é, sem hiperbolicidade global, uma gama completa
de informagoes em um determinado instante de tempo seria insuficiente para determinar o que
ocorre no universo neste espaco-tempo.

Exemplificando, a hipersuperficie t = 0 no espago-tempo de Minkowski é uma hipersuperficie de
valor inicial, e o espago-tempo de Minkowski é, trivialmente, globalmente hiperbdlico. No entanto,
omitindo um ponto r de um espago-tempo globalmente hiperbdlico da-nos um espago-tempo que
nao é globalmente hiperbdlico:

Figure 2: S é uma hipersuperficie em um espago-tempo que nao é globalmente hiperbélico porque
um ponto r no futuro de S foi removido. Informagoes iniciais em S nao sdo suficientes para prever
0 que sera observado em um ponto p que estd no futuro de 7.




Também importante ao analisar os Teoremas da Singularidade é a Equacao de Raychaudhuri. Esta
é uma equacao diferencial que descreve a expanséao, cisalhamento e vorticidade de uma familia de
congruéncias geodésicas. Possui a formalll
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Onde, 0, 0, w representam a expansdo, cisalhamento e vorticidade, respectivamente. Uma congruén-
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cia de curvas, basicamente, é um conjunto de curvas no qual os vetores tangente de todas curvas

possuem a mesma dire¢do, num ponto sobre o qual as mesmas passam.

A equagao é fundamental para entender o comportamento de um colapso gravitacional, e, con-
sequentemente, a formagao de singularidades, visto que, grosso modo, é uma equagdo que expressa
o comportamento de geodésicas na presenca de gravidade. Explicitamente, dado um espago-
tempo que admita uma superficie aprisionada e que satisfaca a condicdo de energia forte!, a
Equagao de Raychaudhuri implica uma convergéncia de geodésicas, resultando na formacao de uma
singularidade.

Teorema 2.1: Seja (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbdlico satisfazendo a condigao de
energia forte, e suponha que a expansao da congruéncia geodésicas tipo-tempo apontando ao futuro
ortogonais a uma hipersuperficie de Cauchy S satisfaga 6 < 6y < 0. Sob essas condigoes, (M, g) é
singular.

Este é o Teorema da Singularidade de Hawking. Por singular, quer-se dizer que o espago-tempo
é geodesicamente incompleto. Basicamente, o teorema diz-nos que; dadas condigoes palpéveis
sobre o espago-tempo (Hiperbolicidade Global e Condigdo de Energia Forte), e que a expansao
da congruéncia esta "contraindo", sem ser nula, temos que a formacdo de uma singularidade é
inevitavel.

Teorema 2.2: Seja (M, g) um espago-tempo conexo e globalmente hiperbélico contendo uma
hipersuperficie de Cauchy nido-compacta S, satisfazendo a condicio de energia nula.? Se S conter
uma superficie aprisionada X, (M, g) é singular.

Este é o Teorema da Singularidade de Penrose. Por conexa, entende-se que ndo existem regioes
disjuntas no espaco-tempo; e por ndo compacta, interpreta-se que a superficie ndo possui um volume
ou 4rea superficial finitos. De fato 2, um espaco-tempo que seja assint6tico (no infinito espacial) ao
espaco-tempo de Minkowski s6 pode admitir uma hipersuperficie de Cauchy que nao seja compacta.
Com isso, o Teorema de Penrose se aplica a qualquer espaco-tempo assintoticamente nao-curvo e
globalmente hiperbdlico.

Exemplificando, a primeira, e mais conhecida, solu¢cdo das equacbdes de campo é a métrica de
Schwarzschild:
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A regido r < 2M na solucdo de Schwarzschild, como R, = 0, é globalmente hiperbdlica e satisfaz a
condicao de energia nula. Como 7 é uma funcao tempo, deve crescer ao longo de qualquer geodésica
nula apontando ao futuro, e, assim, qualquer esfera ¥ com (¢,7) constante deve ser anti-aprisionada.
Toda hipersuperficie de Cauchy seré difemeomorfa a R x S2, e portanto, ndo serd compacta. Com
isso, concluimos através do Teorema 2.2 que a soluc¢do de Schwarzschild é singular ao passado de X.

Finalizando, o Colapso de Oppenheimer-Snyder é uma solugdo das Equagoes de Campo de Einstein
que descreve uma nuvem esférica de poeira colapsando a um buraco negro. A geometria interna
do buraco negro formado é a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, que descreve um
universo homogéneo, isotrépico, expansivel e conexo por caminhos:

g = —dr? 4 a®(7)[do? + o*(d6?* + sin? 0 dp?)] (4)

1A Condicdo de Energia Forte é a condicdo de que, em termos simples, a densidade de energia registrada por um
observador se movendo sobre uma curva tipo-tempo seja maior ou igual a zero. Isto é, T}, X# X" > 0, onde T}, é o
tensor de stress-energia covariante.

2A condicdo de Energia nula estabelece que a densidade de energia registrada por um observador movendo-se
sobre uma geodésica nula deve ser maior ou igual ao zero; i.e Ty, 7H7¥ > 0.




O tensor de Energia-Momento por sua vez, é o de um fluido perfeito:

T = 0+ p)U Uy + pgpu (5)

U*" sendo a quadrivelocidade do fluido e p, p, a pressdao e densidade de energia, respectivamente.
Analisando-as através de uma equacdo de estado fornece uma analise completa de T},,, e, assim,
é possivel estudar a dindmica do colapso gravitacional resolvendo as equagdes de campo para (4)
e (5), obtendo uma descricao da evolugao da curvatura do espago-tempo & medida que o colapso
gravitacional se desenvolve, e como eventualmente um horizonte de eventos se forma, dando origem
a um buraco negro.

Resumindo, o colapso de Oppenheimer-Snyder mostra, de modo geral, como um colapso gravitacional
continuado gera um buraco negro.

3 Conclusao

Os Teoremas da Singularidade de Penrose-Hawking sdo um desenvolvimento atual, e central no
estudo de Cosmologia, particularmente, singularidades. Ainda que este seja um t6pico de continua
discussdo e ponderamento, os teoremas demonstram, elegantemente, como singularidades sao
previsdes diretas e categéricas da teoria da Relatividade Geral.

Os uso e importancia desses trabalhos sdo robustos, e seu contetido é substancial para qualquer
discussdo séria sobre singularidades em Relatividade Geral, fazendo com que sejam material
indispensavel a um estudo aprofundado de RG, e, consequentemente, Cosmologia como um todo.
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