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1 Introdugao

O objetivo deste trabalho é o estudo de uma importante classe de tarefas de comunicagdo, os c6digos
de acesso aleatério [[1]. Mais especificamente, buscamos explorar como recursos quanticos podem ser
utilizados para melhorar a performance nessa tarefa. Nesse contexto, diversos cendrios distintos foram
examinados. Por exemplo, comparamos o caso em que a comunicagdo entre as partes é de natureza
classica com o cendrio onde informagdo quantica pode ser transmitida. O caso de maior interesse,
porém, se dd quando a comunicacgdo entre as partes é cladssica mas essas compartilham estados maxi-
mamente emaranhados. Esse projeto também tem por objetivo inserir os cdigos de acesso aleatério em
um contexto mais geral, o chamado cenario prepara e mede, onde uma das partes codifica uma quan-
tidade de informagdo cldssica em uma mensagem (cldssica ou quantica), e a envia a outra, que devolve
uma saida com base na informagdo transmitida. Assim, procuramos investigar como comportamentos

obtidos em cendrios prepara e mede podem ser usados como recurso em c6digos de acesso aleatorio.

2 Cédigos de acesso aleatorio

Como introduzido na se¢do anterior, c6digos de acesso aleatdrios (RACs - do inglés random access codes)
sdo protocolos de comunicagdo entre duas partes, tipicamente apelidadas de Alice e Bob. A figura

mostra uma representacdo esquematica do cendrio onde essa tarefa é realizada.

ag an-1 € {0, 1} be {0,...,” — 1}

A |-~ | B

m (qu)bits

B e {0,1}

Figura 1: Representacdo esquematica de um cendrio RAC
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Como vemos na figura, o protocolo comeca com Alice recebendo n bits de entrada (ag, a1, ..., n—1)-
Em seguida, Alice codifica sua entrada em m bits (no caso de comunicagdo cldssica) ou em m qubits
(no caso quéntico), e os envia a Bob. Para que a tarefa ndo se torne trivial, ou seja, para que Alice
ndo possa enviar a Bob toda a informagdo que recebe, fixamos m < n. Bob, por sua vez, recebe uma
entrada b € {0, ...,n — 1}, que indicara qual dos bits iniciais de Alice ele devera adivinhar. Finalmente,
baseando-se na mensagem recebida e em sua entrada b, Bob obtém seu palpite B € {0,1}. Com isso, o
objetivo das partes é que, ao final do procedimento, Bob obtenha uma saida B tal que B = ay, isso §,
que Bob obtenha como saida o b-ésimo bit de Alice.

Para caracterizar completamente um cendrio RAC, como o da figura [l} precisamos de apenas trés
valores: n, m e p, onde n é o ndmero de bits de entrada de Alice, m o ntmero de bits (ou qubits) que
Alice enviara a Bob, e p é tal que, dada qualquer entrada b de Bob, ele consiga adivinhar o b-ésimo bit de
Alice com probabilidade maior ou igual a p. De maneira mais formal, definimos p = rnbin{p(B = aplb)}.
Assim, como notagdo, caracterizamos um cédigo de acesso aleatério com a tupla (n,m,p) ou com o
simbolo n > m. Dizemos que uma codificacio existe se existe um cédigo (n,m) com p > 0.5. Outra
figura de mérito comumente utilizada é a probabilidade média de sucesso, dada pela equagéo (I):

1

Pm = Tl2n Z bP(B:ab|a0,...7an,1,b), (1)
aQ;--;An—1,

A equagdo (1) assume que a distribui¢do das entradas de Alice e Bob sdo uniformes. Temos ainda
que p = P, sempre que a probabilidade de sucesso for independente da entrada de Bob, o que néo é

verdade em todas as situagdes.

3 Vantagem quantica

Para ilustrar como recursos quanticos podem ser utilizados para obter vantagens nesse tipo de tarefa,
comecamos pelo caso mais simples, 2 — 1, onde Alice recebe dois bits de entrada e envia apenas um
bit para Bob. Classicamente, a melhor estratégia que podemos adotar é Alice sempre enviar a Bob seu
primeiro bit, ag, € Bob escolher como sua saida o bit que receber, ou seja, B = ag [2]. Dessa forma,
sempre que b = 0, Bob ird acertar. Por outro lado, se b = 1, Bob acertarda em média apenas metade
das vezes (assumindo que as entradas de Alice obedecem uma distribui¢do uniforme), o que resulta
em uma probabilidade média de sucesso FP,,, = 0.75. Porém, se Alice pode enviar um qubit a Bob,
conseguimos uma probabilidade média de sucesso mais alta. Dados os bits de entrada ag e a1, Alice

prepara o qubit que serd enviado a Bob seguindo a equagao (2) [3]:

1 1

7 |10+ D+ 2

|w(lo(ll> =

Ao receber o estado [)4,4, ), Bob realiza uma medic¢do na base M, = {%(|O> + 1)), %(|0) — 1))}
se b = 0, e na base M; = {%(m) +i|1)), %UO) —1i|1))} se b = 1. Utilizando a regra de Born, da teoria
quantica, e a equagio (I), é simples mostrar que esse protocolo resulta em uma probabilidade média
P, = % (1 + %) ~ 0.85. Com isso, trocando apenas a natureza da mensagem enviada, obtemos uma
probabilidade média de sucesso mais alta.

Como mostrado em [[1], no cenario quantico mais geral, n > m, sdo necessérios m > (1 — H(p))n
qubits para obter uma probabilidade minima de sucesso p > 0.5, onde H(p) é a entropia de Shannon
bindria. No caso classico, por outro lado, necessitamos que m > (1 — H(p))n + O(logn) bits sejam
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enviados de Alice para Bob para obtermos p > 0.5. Logo, apesar de sempre podermos utilizar menos
qubits que bits para obter a mesma probabilidade minima de sucesso p > 0.5, essa vantagem quantica
cresce apenas de forma logaritmica, conforme aumentamos o niimero de bits de entrada de Alice.
Diversos outros resultados foram estudados e reproduzidos a respeito de RACs quanticas e re-
cursos ndo-cldssicos. Por exemplo, em [4], os autores mostram que as medi¢des de Bob devem ser
incompativeis (no sentido de que ndo podem ser realizadas simultaneamente) para que comunicacédo
quantica em RACs apresente vantagem sobre comunicagéo classica. Também pode-se verificar, através
de técnicas de otimizacdo convexa e programacdo semidefinida, que mesmo se o canal quéntico utili-
zado para comunicagdo for ruidoso, ainda existem estados e medigdes que resultam probabilidades de
sucesso maiores ou iguais ao caso cldssico ndo ruidoso [5]. Os resultados numéricos presentes em [5]
para os canais quanticos ruidosos do tipo dit flip e phase flip foram reproduzidos utilizando a lingua-
gem Julia e o otimizador Mosek [6]]. Outro resultado interessante, apresentado em [7], é a possibilidade
de utilizar outros recursos ndo-classicos e ndo-locais, como generaliza¢oes de caixas PR [8]], para obter

cédigos de acesso aleatério com probabilidade de sucesso p = 1.

4 Assisténcia de Emaranhamento

O cendrio de maior interesse para essa pesquisa é o caso em que a comunicagdo entre Alice e Bob
é classica, mas estados maximamente emaranhados sdo compartilhados entre as duas partes (toda a
discussao presente nessa se¢do foi baseada no artigo [9]]). Nesse cendrio, Alice, baseando-se em seus bits
de entrada, realiza uma medigédo local em sua parte do estado emaranhado compartilhado, e constréi
a mensagem classica que serd enviada a Bob com base no resultado de sua medigdo. Bob, por sua
vez, também escolhe, com base em sua entrada, uma medicdo a ser realizada em sua parte do estado
compartilhado. Finalmente, a partir do resultado de sua medigdo e da mensagem recebida, Bob produz
seu palpite.

Novamente, comegamos analisando o caso 2 — 1, onde Alice recebe dois bits e envia um bit para
Bob. Dessa vez, porém, Alice e Bob compartilham um estado singleto ) = % (]110) —|01)). A estratégia

6tima para essa tarefa estd ilustrada na figura |2} e descrita a seguir.

ag a1 {0,1} bel{0,1}

Aa—’ Bb

M=ay® A

|

Figura 2: Representacio da estratégia 6tima para o RAC 2 — 1 assistido por emaranhamento.

’U‘LJ

As medigdes utilizadas por Alice e Bob, que dependem de suas entradas, sdo dadas, respectiva-
mente, pelas equagdes (3) e (4), onde o simbolo & representa adi¢do médulo 2. Os estados das bases
nas quais as medicOes serdo realizadas estdo expressos em termos de vetores de Bloch. O resultado da

medicdo de Alice é A = 0 se o estado colapsar para os vetores com sinal (+) de A,, caso contrério temos
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A = 1. Para as medig¢des de Bob fazemos o oposto, B = 0 se o estado colapsa para o os vetores com

sinal negativo, e B = 1 caso contrério.

A, = {i\%(l,(l)‘ﬂo)}, onde a=apPa. 3)
By ={£(1,0,0)} e B;={%(0,1,0)}. 4)

Assim, Alice envia a Bob a mensagem M = a¢® A, onde A é o resultado da medi¢do na base 4,. Em
seguida, ap0s realizar sua medigdo, Bob terd como palpite o bit M @ B, onde B é o resultado da medicédo
de Bob, realizada na base B;,. E importante observar que a tarefa sera bem sucedida, ou seja, teremos
B = ap, sempre que A® B = a - b= (ag & a1)b. Utilizando essa estratégia, obtemos uma probabilidade
minima de sucesso p = % (1 + %) ~ 0.85, a mesma que no caso 2 — 1 com comunicag¢do quantica.

Um protocolo andlogo pode ser feito para o cendario 3 — 1 assistido por emaranhamento, que resulta
emp = % <1 + %) ~ 0.79. Como mostrado em [9], as tarefas 2 — 1 e 3 — 1 podem ser usadas como
primitivas para a construgdo de estratégias gerais n +— 1, através de um processo de concatenacio.
Para n > 3, cédigos de acesso aleatério com comunicacdo cldssica e assisténcia de emaranhamento
possuem maior probabilidade de sucesso que RACs quénticas, mesmo permitindo, no caso qudntico,

que as partes compartilhem uma varidvel aleatoria classica, como feito em [2].

5 O cendrio prepara e mede

Finalmente, com o objetivo de explorar novas estratégias para aumentar a probabilidade de sucesso,
buscamos inserir essa tarefa em um cenario mais geral, conhecido como cendrio prepara e mede (PAM
- do inglés prepare and measure). Nesse cendrio, ilustrado na figura 3} Alice recebe uma entrada = €
{0,...,n,; — 1} e envia para Bob uma mensagem (que pode ser tanto cldssica quanto quantica) de di-

mensdo d. Bob, por sua vez, produz uma saida z € {0,...,n.} baseando-se em sua entrada y €
{0,...,ny}.

8

|
A |—| B
l

Figura 3: Ilustragdo geral de um cendrio prepara e mede.

A maneira mais geral de caracterizar esse tipo de sistema € através de probabilidades condicionais
do tipo p(z|z,y). O conjunto {p(z|z, y)}. », que nos dd as probabilidades condicionais para todos z, y, z
possiveis é chamado comportamento do cendrio. Em [10], os autores discutem como estados emaranha-

dos compartilhados por Alice e Bob podem gerar novos comportamentos nesse tipo de cendrio. Assim,
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o0 objetivo nesse etapa do projeto é investigar a possibilidade de utilizar comportamentos encontrados
em [10], para cendrios PAM, como recurso em cédigos de acesso aleatério. Mais formalmente, tendo
em vista as figurase procuramos fungdes F, H e () tais que, tomando = = F(ao, ..., an—1), y = H(b)
e B = Q(z,b), possamos encontrar probabilidades de sucesso que superem o caso classico.

6 Conclusao e perspectivas

Apesar de, até o momento, essa pesquisa ndo ter originado nenhum resultado novo, foi feita uma ampla
revisdo da bibliografia a respeito de cédigos de acesso aleatério e da utilizagdo de recursos quanticos
para melhorar o desempenho nessa tarefa. Diversos resultados tedricos e numéricos recentes foram es-
tudados e reproduzidos. No entanto, acreditamos que a parte final do projeto, onde buscamos explorar
a utilizagdo de comportamentos encontrados em cendrios prepara e mede como recursos em cédigos de

acesso aleatdrio, ainda pode render resultados interessantes.
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