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1 Introdução

Estrelas são astros mantidos pela força gravitacional, cujos interiores participam de reações nucleares que
emitem energia. Por esse motivo, a exaustão de seu combust́ıvel termonuclear ou o desequiĺıbrio dinâmico
das forças que atuam sobre a estrela podem resultar em sua morte [4]. Em alguns casos, a formação de
um remanescente ocorre concomitantemente à explosão de uma supernova, isto é, à ejeção de matéria e à
liberação de energia da estrela, que enriquecem o meio interestelar com neutrinos e novos elementos [6].

Supernovas, no entanto, podem ser de diferentes tipos a depender de sua composição espectral, do astro
progenitor e dos fatores que levam à sua morte. Estrelas massivas, com massas entre 10M⊙ e 100M⊙ [6],
morrem por colapso gravitacional após a exaustão da fusão de seu núcleo de ferro e o desbalanceamento
das forças envolvidas, e podem ser do tipo Ib, Ic ou II [4]. Enquanto as primeiras têm pouco ou nenhum
hidrogênio em seu espectro, devido à perda de massa da estrela e ejeção do envelope, as segundas também
não apresentam hélio, mas as do tipo II possuem ambos [4].

Nesse sentido, embora haja registros da observação óptica de supernovas desde 1054 [9], foi apenas a
partir de detecções realizadas em 1987 que a relação delas com neutrinos, part́ıculas fundamentais des-
cobertas no século XX, foi comprovada [9]. A explosão de uma supergigante azul, Sanduleak-69 202 na
Grande Nuvem de Magalhães, como uma supernova tipo II foi observada por experimentos de neutrinos,
Kamiokande-II [10], Irvine-Michigan-Brookhaven (IMB) [3] e Baksan [2], uma vez que eles detectaram
anomalias nos fluxos de neutrinos que os cruzavam.

Descritos pelo Modelo Padrão das Part́ıculas Elementares, os neutrinos são part́ıculas sem massa e
com propriedades eletromagnéticas nulas, que podem ser de três tipos, os sabores eletrônico, muônico e
tauônico, νe, νµ e ντ , respectivamente [18]. No entanto, foram descobertas as oscilações de sabor dos
neutrinos, propostas inicialmente por Pontecorvo e Gribov [8], nas quais a propagação espacial ou temporal
dessas part́ıculas pode resultar na mudança de seu sabor. O fenômeno, que pode ocorrer no vácuo, requere
que os neutrinos tenham diferenças de massa, ou seja, que esses léptons sejam part́ıculas massivas [18].

Léptons podem interagir via interação nuclear fraca, eletromagnética ou gravitacional [7], porém, os
neutrinos apresentam uma seção de choque muito pequena, que implica em uma probabilidade ı́nfima de
reação, tal que eles são capazes de cruzar diversos meios sem sofrer nenhuma interação [11]. Mas isso
não se sustenta em meios com densidades muito grandes, como o Sol, outras estrelas ou supernovas [16].
Nesses casos, neutrinos podem sofrer diversas reações com part́ıculas do meio e até entre eles mesmos, o
que modifica o fenômeno quântico de conversão de sabor [7].

Sendo assim, o atual trabalho tem como objetivo estudar os v́ınculos entre os neutrinos e as supernovas
e explorar como as interações entre os neutrinos e o meio afetam a sua propagação. Para tanto, a aluna foi
introduzida ao formalismo matemático da matriz densidade, no qual deduziu as equações de evolução aos
neutrinos para diferentes regimes da matéria e diferentes sabores de neutrinos. Enfim, houve introdução
às auto interações entre neutrinos e as posśıveis interações foram contextualizadas aos diferentes tipos de
supernovas e sua fenomenologia explorada.
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2 Metodologia

2.1 O formalismo da matriz de densidade

Para a construção de modelos, é importante notar que um neutrino de interação corresponde à super-
posição quântica dos auto-estados de massa ν1, ν2 e ν3 [18] e, portanto, a uma combinação linear, conforme
a equação 01, em que U é a matriz de mistura e α = (e, µ, τ) [7]:

|να >=
3∑

i=1

U∗
αi|νi > (1)

Por questões de simplificação, as equações resolvidas analiticamente se pautaram em apenas duas famı́lias
de neutrinos, νe e νx, tal que νx = (νµ, ντ ). Isso é posśıvel porque neutrinos do tau e do múon possuem
energias semelhantes em supernovas [11]. Então, por 1, temos que [7]:(

νe
νx

)
=

(
cosθ eiϕsinθ

−eiϕsinθ cosθ

)(
ν1
ν2

)
(2)

No entanto, como a densidade em um estrela é variável, optou-se por utilizar o formalismo quântico da
matriz de densidade, tal que ρ é o operador densidade, representado na base de sabor por [14]:

ρ =

(
ρee ρex
ρxe ρxx

)
(3)

Tal que a representação dos elementos da matriz densidade se conectam com o formalismo da equação
1 pela seguinte relação:

ρij =
∑
ij

|νi >< νj | (4)

Porém, a validade da matriz 3 depende da conservação do número leptônico, sendo necessário supor
que, dada a existência de baixos limites superiores para as massas dos neutrinos, sejam válidas velocidades
relativ́ısticas aos neutrinos e, portanto, a consideração de neutrinos de mão esquerda (left-handed) [13].

Na representação espacial, o campo de neutrinos (ψ(x)) é dado pela transformada de Fourier no espaço
de momentos, consoante a equação 5, em que p⃗ é o momento linear dos neutrinos, up⃗ e v−p⃗ são operadores

de spin de Dirac, ap⃗ é o operador quântico de aniquilação e b†p⃗ é o operador de criação [15]:

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
(up⃗ap⃗ + v−p⃗b

†
p⃗)exp(ip⃗ · x⃗) (5)

2.2 A equação de evolução dos neutrinos

A evolução da matriz densidade é dada por [13]:

i
dρp⃗
dt

= [Ω0
p⃗, ϱp⃗] + [Ωint

p⃗ , ϱp⃗] +C[ϱp⃗, ϱp⃗] (6)

Por um lado, o primeiro comutador está presente em toda evolução de neutrinos, isto é, mesmo no vácuo,
pois depende apenas do momento p⃗ e da matriz de massa M2 dos neutrinos [15]:

Ω0
p⃗ = (|p⃗|2 +M2)

1
2 (7)

Porém, o segundo comutador representa o potencial do meio sobre os neutrinos devido à interação entre
os léptons [13]. Isso fica evidente por intermédio da equação 8, haja vista que o primeiro colchete envolve
o número de densidade dos léptons, L, e a energia dos léptons carregados, E. Por outro lado, o segundo
colchete se refere a reações de correntes neutras [13]. Como depende de interações do meio, esse comutador
não está presente em oscilações no vácuo.

Ωint
p̄ =

√
(2)GF [L− 8p

3m2
W

E] +
√
2GF [ρ− ρ̄− 8p

3m2
Z

(U + Ū)] (8)
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Já o terceiro comutador, que envolve o termo de colisão, conforme a equação 9, contabiliza as interações
dos neutrinos com o meio e também as auto interações entre os neutrinos [13].

C[ρp⃗, ρp⃗] =

(
dρp⃗
dt

)
CC

+

(
dρp⃗
dt

)
NC

+

(
dρp⃗
dt

)
S

(9)

Nas equações, ρ =
∫ d3p

(2π)3
ρp⃗ e U =

∫ d3p
(2π)3

pρp⃗ [13].

Como diversas interações ocorrem na supernova, diferentes resultados serão encontrados ao se considerar
quais delas serão inclusas na equação de evolução da matriz de densidade dos neutrinos. Além disso, podem
ou não ser feitas aproximações para encontrar uma solução, como a expansão perturbativa ou o regime
adiabático de evolução da estrela.

3 Desenvolvimento e discussão

3.1 Dedução da matriz de densidade no vácuo

À prinćıpio, as equações foram resolvidas analiticamente para o vácuo. Como não há interações dos
neutrinos com o meio nem dos neutrinos consigo mesmos, sabemos que Ωint

p⃗ = 0 e ρp⃗ = ρp⃗, resultando na
anulação de comutadores. Logo:

i
dρp⃗
dt

= [Ω0
p⃗, ρp⃗] ⇒

dρp⃗
dt

= −i[Ω0
p⃗, ρp⃗] (10)

Haja vista que a matriz densidade pode ser expandida em matrizes de Pauli, isto é, que:

ρp⃗ = ρ0I + ρ1σ1 + ρ2σ2 + ρ3σ3 (11)

O comutador também pode ser expresso em matrizes de Pauli por meio do método de expansão de
matrizes Hermitianas, o qual considera que [5]:

M =Mµσµ

M0 =
1
2Tr[M ]

Mi =
1
2Tr[Mσi]

(12)

Para tanto, consideramos a Hamiltoniana no vácuo em um caso 2×2, em que Ei é a energia do neutrino
νi [7]:

Ω0
p⃗ =

(
E1 0
0 E2

)
(13)

⇒ Ω0
p⃗ =

1

2
(E1 + E2)I +

1

2
(E1 − E2)σ3 (14)

Então, a equação se torna:

dρ

dt
= −i

[(
1

2
(E1 + E2)I +

1

2
(E1 − E2)σ3

)
, ρ0I + ρ1σ1 + ρ2σ2 + ρ3σ3

]
(15)

Podemos separá-la em quatro equações de acordo com a matriz de Pauli correspondente e utilizar a
propriedade de que [σi, σj ] = 2iϵijkσk

. Todos os passos da resolução estarão presentes no relatório final.
Como solução, obtivemos:

ρ(t) =

(
1
2 + 1

2cos2θ
1
2e

i(∆m2

2E
t)

1
2e

−i(∆m2

2E
t) 1

2 − 1
2cos2θ

)
(16)

Então, calculou-se as probabilidades de sobrevivência dos sabores de neutrinos:

Pνe→νe = 1− sin22θsin2
(
∆m2

4E
x

)
(17)
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3.2 Efeitos da matéria

Perante a solução 16, é posśıvel fazer uma expansão perturbativa para encontrar uma aproximação à
solução da equação 6 para meios em que há matéria. Para tanto, são consideradas as diferentes reações que
ocorrem no meio, tal que é originada uma Hamiltoniana de interação, a qual depende dos campos B que
atuam no sistema e do campo de neutrinos ψ, que por sua vez dependem do tempo:

Hint(t) = Hint(B(t), ψ(t)) (18)

Podemos supor que a Hamiltoniana total depende apenas dos campos individuais, ou seja, das Hamil-
tonianas individuais que atuam sobre o sistema [Ωint

p⃗ (t)]i:

Hint(t) =
∑
i

[Ωint
p⃗ (t)]i (19)

Nesse viés, e supondo que os campos iniciais evoluem livremente, a solução se torna [15]:

dρp⃗
dt

= −i[Ω0
p⃗, ρp⃗] + i < [H0

int(t), D
0
p⃗] > −

∫ t

0
dt

′
< [H0

int(t− t
′
), [H0

int(t), D
0
p⃗]] > (20)

Enquanto o primeiro termo da equação corresponde ao resultado no vácuo, o segundo representa a
solução em primeira ordem em um meio, isto é, às reações de forward scaterring, ou seja, reações de
espalhamento com léptons carregados em que há conservação de momento [15]. É importante perceber
que, quando os forward scaterring ocorrem entre léptons e neutrinos, essas reações correspondem ao efeito
Mikheyev-Smirnov-Wolfenstein (MSW) [16], no qual as reações de espalhamento causam pequenas mudanças
na amplitude do movimento dos neutrinos [11] e, portanto, diferenças de fase, atuando como um ı́ndice de
refração [16].

Por outro lado, a integral da equação 20 é a solução perturbativa em segunda ordem e inclui tanto
o forward scaterring quanto o non-forward scaterring (espalhamento sem conservação de momento) para
diferentes part́ıculas [15]. Todavia, considerar espalhamentos não conservativos nas contas implica em
considerar também o fenômeno da decoerência quântica [15].

Até então, o trabalho considerou o neutrino como uma onda plana [7], porém, para o estudo da de-
coerência, ele é tratado como um pacote de onda com componentes de momento ligeiramente distintos [17].
Assim, conforme o neutrino se propaga na estrela, ocorre a defasagem entre as componentes do pacote
de onda, as quais podem se separar e deixar de interferir. Dessa forma, a mistura se torna incoerente,
impossibilitando, à prinćıpio, as oscilações de neutrinos [1].

Em supernovas por colapso do núcleo, os neutrinos se tornariam incoerentes a um raio médio de 10km
desde a sua produção [12], no entanto, as densidades extremas dão origem a auto interações entre os neutrinos
até uma distância radial de cerca 100km [1]. Além disso, ocorrem conversões de sabor por ressonância devido
ao efeito MSW [16]. Portanto, os sabores dos neutrinos ainda são convertidos.

Se desconsiderarmos os termos de segunda ordem, podemos reescrever a equação de evolução em termos
das diferentes categorias de reações que podem ocorrer e afetar os neutrinos, as correntes carregadas (CC),
as correntes neutras (NC) e as auto interações (S). Cada uma delas apresenta uma Hamiltoniana corres-
pondente, logo, podemos escrever a variação da matriz densidade como a soma das variações devido à cada
tipo de reação, somada à contribuição do vácuo [15]:

dρp⃗
dt

= [Ω0
p⃗, ρp⃗] +

(
dρp⃗
dt

)
CC

+

(
dρp⃗
dt

)
NC

+

(
dρp⃗
dt

)
S

(21)

No entanto, em cada região da estrela há processos dominantes: no interior da estrela, dominam as auto
interações entre os neutrinos, mas, conforme a densidade da estrela diminui, predomina o efeito MSW [11].
Sendo assim, diferentes reações devem ser consideradas na equação de acordo com a região da estrela.

4 Considerações Finais

Embora as equações de neutrinos no formalismo da matriz de densidade tenham sido amplamente es-
tudadas, ainda é necessário aplicá-las para as reações ocorrentes em uma supernova. Espera-se que, ao
considerar diferentes reações, a Hamiltoniana do sistema seja alterada e, portanto, encontrar-se-á distintas
matrizes de densidade. Para tanto, será dedicado o restante do projeto.
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