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Motivação: uma aplicação prática
Considere a seguinte situação: uma empresa aérea foi autorizada a operar n− 1
vôos entre n cidades. Cada vôo deve ser feito entre duas dessas cidades e não
pode ter escalas. A empresa é livre para escolher quaisquer vôos que quiser mas,
por razões de mercado, decidiu oferecer aos seus clientes a possibilidade de viajar
entre quaisquer duas cidades, possivelmente parando em cidades intermediárias,
apenas viajando em vôos operados por ela. Considerando todos os pares de
cidade, o objetivo da empresa é minimizar a razão entre o tempo total de vi-
agem (soma dos tempos dos vôos efetuados) pelo tempo do vôo direto. Assim,
desprezando-se os tempos de espera nos aeroportos, percebe-se que a estratégia
da empresa é tentar minimizar o maior atraso que um cliente terá para ir de uma
cidade a outra para a qual a empresa não oferece um vôo direto

Definição do Problema
Seja P = {p1, p2, . . . , pn} um conjunto de pontos no plano. Define-se grafo
geométrico G(P ) associado a P como sendo o grafo não-direcionado ponderado
completo de n vértices cujo peso de uma aresta corresponde à distância euclidiana
entre os pontos representados por suas extremidades. Dado um subgrafo conexo
T , de n− 1 arestas, gerador de G(P ) para quaisquer dois pontos, pu e pv, de P ,
denota-se por πG(u, v) o comprimento de um caminho mínimo entre os vértices
u e v no grafo T onde, para todo i ∈ {1, . . . , n}, o vértice i de T (ou G(P ))
representa o ponto pi de P . Note-se que o comprimento de um caminho é dado
pela soma dos pesos das arestas do caminho.
A partir das definições acima, a dilatação de u, v no subgrafo T é definida como
sendo:

δT (u, v) =
πT (u, v)

|uv|
,

onde |uv| denota a distância euclidiana entre os pontos pu e pv de P . Já a
dilatação do grafo T é dada por:

δ(T ) = max
u 6=v∈E

πT (u, v)

|uv|

O Problema da Árvore Geradora de Dilatação Mínima em Grafos Geométricos
(pagdmgg) consiste em selecionar as n − 1 arestas para minimizar δ(T ). Este
problema pertence a classe NP-difícil.

Heurística GRASP
Como o pagdmgg pertence a classe NP-difícil, é improvável que exista um
algoritmo exato que resolva o problema em tempo polinomial. Sendo assim,
heurísticas podem ser uma boa alternativa para encontrar boas soluções em
tempo aceitável. Para este trabalho foram desenvolvidas heurísticas baseadas
do paradigma grasp. Além disso também foi usada a técnica de path-relinking
para melhora das soluções.

Resultados
Foram criadas instâncias nas quais os pontos são os k maiores aeroportos do
Brasil. O gráfico abaixo mostra a dilatação da Árvore Geradora de Custo Mínimo
(AGM) e da melhor solução obtida com nossa heurística.
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1.613 1.613 1.533 0.04 1.533 0.06 1.533 0.04 1.533 0.06 0.00% 31.82% 5.01% 5.01% 0.00% 0.00% 5.01% 5.01%
2.085 2.085 2.085 0.07 2.085 0.09 2.085 0.07 2.085 0.09 0.00% 27.14% 0.00% 0.00% 0.00% 2.25% 0.00% 0.00%
3.432 2.723 2.634 0.34 2.634 0.79 2.634 0.36 2.634 0.84 0.00% 132.94% 3.25% 3.25% 0.00% 5.43% 3.25% 23.24%
3.537 3.322 3.087 0.78 3.087 1.52 3.087 1.11 3.087 1.55 0.00% 95.37% 7.05% 7.05% 0.00% 1.97% 7.05% 12.72%
4.464 3.873 3.289 1.55 3.261 3.24 3.212 2.27 3.212 3.51 0.85% 108.71% 15.09% 15.81% 1.49% 8.62% 17.06% 28.04%
7.647 5.910 4.570 2.61 4.654 7.80 4.570 4.20 4.585 9.68 -1.83% 198.85% 22.67% 21.25% 1.48% 24.08% 22.41% 40.04%
9.909 6.826 4.637 3.78 4.613 11.13 4.493 7.48 4.493 13.47 0.52% 194.44% 32.07% 32.42% 2.62% 21.02% 34.19% 54.66%
10.138 6.522 4.716 4.71 4.607 17.20 4.675 5.97 4.558 21.08 2.31% 265.18% 27.69% 29.36% 1.07% 22.56% 30.12% 55.04%
11.424 7.282 5.741 7.21 5.582 26.31 5.690 13.93 5.582 49.89 2.76% 264.91% 21.17% 23.35% 0.00% 89.62% 23.35% 51.14%
11.259 7.717 6.261 10.02 6.217 38.24 6.170 33.31 6.034 78.35 0.70% 281.64% 18.87% 19.44% 2.95% 104.89% 21.81% 46.41%
11.087 9.799 6.549 12.28 6.289 55.68 6.211 18.72 6.076 153.50 3.96% 353.42% 33.17% 35.81% 3.40% 175.68% 37.99% 45.20%
11.970 9.763 7.239 30.98 6.801 179.48 7.156 54.33 6.689 327.11 6.05% 479.34% 25.86% 30.34% 1.64% 82.25% 31.48% 44.12%
15.603 12.351 8.342 57.37 7.921 427.74 7.800 284.30 7.413 1,538.02 5.05% 645.58% 32.46% 35.87% 6.41% 259.57% 39.98% 52.49%
18.053 16.792 11.010 179.84 11.293 1,181.49 10.637 798.65 10.332 4,113.67 -2.58% 556.97% 34.44% 32.75% 8.52% 248.18% 38.47% 42.77%
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Nossa Heurística

As figuras abaixo mostram a AGM para a instância com 60 aeroportos e o re-
sultado do nosso grasp com path relinking. A primeira tem dilatação 9.908,
enquanto que a nossa solução cai para 4.492, um ganho de aproximadamente
54%. As soluções são desenhadas por nossa interface sobre um mapa do Google
Maps.

Um exemplo maior, com os 300 maiores aeroportos brasileiros, melhora de 42%:
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