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SAE — Servico de Apoio ao Estudante
Derivadas - fracionarias— circuitos

A idéia de derivadas de ordem nao inteira pode ter aparecido em uma carta datada de 30 de setembro de 1695, na qual L'Hopital perguntava a Leibnitz
sobre um eventual significado da notacao de Leibnitz para derivadas

L0
se n fosse igual a meio. A resposta de Leibnitz teria sido “um aparente paradoxo, do qual virdao consequéncias uteis”.

Existem diversas definicdes para as derivadas de ordem fracionaria. Um problema que retardou o amadurecimento da teoria foi o fato de estas definicoes
nao levarem aos mesmos resultados .

Derivada fracionaria de fungoes senoidais

A idéia de derivada fracionaria ocorre muito facilmente quando se analisam derivadas de algumas funcdes. Assim, a expressao para a derivada de ordem n
(com n inteiro) da funcao4cos(@ +¢) , chamada, na linguagem da engenharia elétrica de funcao senoidal (com amplitude A, freqliéncia angular w e fase ¢) é
dada por:

idcus(‘m+¢) =@"dcos(@+ @ t+nrl2)

dt” nn
A amplitude € multiplicada por w" e a fase € adiantada de ;. Esta defini¢do pode ser estendida para n n3o inteiro. Assim, por exemplo, a derivada de ordem
meio da fun¢do senoida 4cos(@ +6) seria dada pol./edcos(@e + ¢+ 2/ 4) -

A expressao para derivadas de ordem inteira ou fracionaria no caso de fung¢des senoidais fica muito simples se estas funcdes sao representada por um
fasor: a derivada de ordem n da funcao é representada por um fasor obtido multiplicando o fasor que representa a funcao por (jw)".

Funcdes periddicas, que podem ser expressas por serie de Fourier também permitem esta extensao do conceito de derivada. Um exemplo é dado pela
funcdo ‘senoide retificada em meia onda’ que é igual a cos(t) quando esta funcao é positiva e igual a zero quando negativa. Esta funcdo pode ser
desenvolvida em uma série de Fourier :
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A figura 1 representa as aproximacgdes desta funcao e de sua derivada de ordem meio, correspondentes as somas das séries truncadas apos a harmonica de
ordem 20

Figura 1- Fungao e sua derivada em serie de Fourier

Cabe observar que a figura representando a derivada de ordem meio da senoide retificada em meia onda parece familiar: ela lembra a resposta de um
circuito passa altas excitado pela mesma funcao, como sera visto na secao seguinte.

Um procedimento semelhante pode ser empregado para obter derivadas fracionarias de funcdes nao periddicas se elas tiverem transformadas de Fourier.
Se a transformada de Fourier de uma funcao f(t) € uma funcao F(w) a transformada de Fourier de sua derivada de ordem n é (jw)"F(w). Novamente é
possivel a extensao para nao inteiro e também a observacao de que a derivada obtida é sempre uma funcao que tem transformada de Fourier.

O método dos coeficientes a determinar permite obter solucdes particulares para equacdes diferenciais lineares ndao autobnomas para algumas funcoes de
entrada . Entre estas funcdes estao as func¢des senoidais (na linguagem da engenharia elétrica, como definidas acima). Neste caso as solu¢des sdo
procuradas também como func¢des senoidais com a mesma freqiéncia da entrada e com amplitudes e fases a serem determinadas.

O principio de superposicao permite estender o método dos coeficientes a determinar para obter solugdes particulares para estas equacdes quando as
entradas sao funcdes periddicas podendo ser desenvolvidas em série de Fourier. As solucdes particulares serao também periddicas. Como exemplo, um
circuito passa altas descrito pela equacao

g +x = %f(t}
e no qual a entrada seja a senoide retificada em meia onda definida acima, sdao representadas na figura 3, as aproximacdes da funcao f(t) e da saida
correspondentes as somas das respectivas séries de Fourier truncadas apds a harménica de ordem 20.

Figura 3 - Resposta do circuito passa altas

E o procedimento pode ainda ser estendido para funcdes nao periddicas, mas que tenham transformadas de Fourier, obtendo-se solu¢des que tém
transformada de Fourier.

O método dos coeficientes a determinar fornece solucdes particulares. Nao é levado em conta o estado inicial do circuito. No caso dos circuitos estaveis, A
solucao completa para o circuito seria obtida acrescentando-se a solucao particular uma solucao geral da equacgao para o circuito autbnomo no caso dos
circuitos o esta parcela tende a zero com o decorrer do tempo, de modo que a solucdo particular obtida anteriormente é a solucao em regime permanente.

O resultado do procedimento é ilustrado na Figura 4, para o exemplo circuito passa altas com entrada senoidal. Em azul aparece uma entrada senoidal , em
vermelho a solucdo particular obtida pelo método dos coeficientes a determinar. E em verde a solucao completa, considerando o valor inicial nulo. Nota-se
que a solugdao completa tende, auando o tempo cresce, para a solucao particular, solucao em regime permanente.
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Figura 4 — Circuito passa alta com entrada senoidal

Em algumas circunstancias, seja em determinagdes experimentais, seja em analises tedricas, aparecem funcdes de transferéncia que nao sao funcoes
racionais de jw. No modelamento destes sistemas aparecem entao derivadas nao inteiras. Um exemplo é dado pela admitancia caracteristica de uma linha
RC (com resisténcia em série e capacitancia em derivacao)

Y =./jeC/R
(com C e R sendo a capacitancia e a resisténcia por unidade de comprimento). Esta funcao de transferéncia corresponde a uma derivada de ordem meio, a
corrente que circula no ponto inicial de uma linha deste tipo é proporcional a derivada de ordem 1/2 da tensdo aplicada neste ponto. Se for aplicada no
ponto inicial desta linha uma tensdao com a forma de uma senoide retificada em meia onda, a corrente, em regime permanente, tera a forma dada pela
figura 1. As linhas de transmissao sugerem um caminho para a sintese de circuitos com derivadas fracionarias.

Estado inicial e derivadas fracionarias

O método de coeficientes a determinar, aplicado a solucao de equacdes diferenciais lineares ou a obtencado de derivadas fracionarias fornece solucdes que
nao levam em conta condicdes iniciais.

No caso da solucao de equacgdes diferenciais lineares é possivel acrescentar uma parcela que leve em conta as condicdes iniciais.

Cabe entdo a questao: e no caso das derivadas fracionarias, existe algum procedimento semelhante, ou mesmo, é necessario um procedimento
semelhante?

A consideracao de um exemplo permite uma resposta positiva a ultima questao.

Se a tensdo aplicada em uma linha de transmissao RC de comprimento infinito é constante (no tempo), isto é, tem freqliéncia nula, a corrente em regime
permanente é nula, pois a funcdo de transferéncia que relaciona corrente com tensdo é a admitancia caracteristica da linha, dada por+J/@C/R & nula em
frequiéncia nula. A tensdo ao longo da linha é constante. Mas se a linha estiver inicialmente em estado nulo, com tensao e corrente nulas, ao aplicar uma
tensao no seu ponto inicial deve haver um transitorio inicial. Como a linha tem capacitancias em derivacao, ela deve ser carregada por meio de uma
corrente inicial. Entao, como calcular esta corrente?

Além das funcdes senoidais, a idéia de derivadas de ordem fracionaria ocorre também para outras fungdes. No caso da funcdo poténcia a expressao para a

derivada de ordem n
n |
o= P _tom
de™ (p— n)!
valida para p e t inteiros pode ser substituida por uma expressao utilizando a fung¢do gama:
d" ,_ To+1)
dt* Tp-n+1)
gue tem sentido para ordens n nao inteiras e permite estender as definicdes de derivadas de ordem fraciondria para todas as funcdes que possam ser
desenvolvidas em série de poténcias .
Mas os resultados ndao sao compativeis com a definicao anterior no caso de derivadas fracionarias. Assim a derivada de ordem meio de uma constante,
considerada como exponencial, é nula
1

dz 1
- exp(0t) = 02 exp(0t) =0

gpn

dt2
mas se a constante for considerada uma poténcia zero, a derivada ndo é nula (embora tenda a zero)
1
d‘l go— L : D 3~ o05642672
dtz ro-3+1)

A figura 5 representa graficamente esta derivada.
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Figura 5 — Derivada de ordem meio de uma constante

Aqui pode ser feita uma conjectura. Sera que esta expressao representa a corrente transitoria no comecgo de uma linha de transmissao infinita inicialmente
em estado nulo quando se aplica no ponto inicial desta linha uma tensao constante?

Em favor da conjectura, como foi observado, deve-se esperar uma corrente transitdria para carregar a capacitancia da linha. E a corrente em regime
permanente deve ser nula. E a carga transportada por esta corrente dada pela respectiva integral é infinita, como deve ser pois a capacitancia total da linha,
qgue deve ser carregada com a tensao constante, € também infinita.

E interessante considerar um segundo exemplo. Aplicando no ponto inicial da linha RC uma tens3o senoidal sin(t) a corrente, em regime permanente
senoidal sera a derivada de ordem meio da tensdo: uma senoide com fase adiantada de n/4. Ora, se a tensdo for aplicada no instante t=0 com a linha em
estado nulo, a corrente, assim como a tensao, deve comecar em zero. Mas ndo é o que acontece.

Por outro lado, a tensao aplicada pode ser desenvolvida em série de poténcias

1 1 1
' SO Y. IR 8. R
sin(t) =t 3!r +5!r ?!r

A derivada de ordem meio da tensao obtida por derivagcao termo a termo da série leva a

s i 5 g ig
d—f_sin(t} & 1,1254 tz — 0,3009 t=+ 0,0191 tz — 0,0005¢ =

dtz

A figura 6 representa a entrada senoidal (em azul), a solucao permanente (em vermelho) e esta solucao (em verde,truncada apds o termo de grau 12,5).

Cabe a mesma conjectura. Esta derivada representa a solu¢dao completa para o problema, a corrente no inicio da linha, suposta inicialmente descarregada,
guando se aplica uma tensao senoidal?

E interessante comparar esta figura 6 com a figura 4, que representa a resposta do circuito passa altas 8 mesma funcdo senoidal.
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Figura 6 — Derivada de ordem meio em serie de potencias

A secdo anterior mostrou que dois procedimentos alternativos para obtencao de uma derivada fracionaria de ordem meio levaram a resultados diferentes
e foi feita uma conjectura de que o segundo método levava em conta o estado inicial do sistema sendo estudado.

Também existem métodos alternativos para integracao de uma equacao diferencial linear como a do exemplo que descreve um circuito passa altas.

A solucdo da equacao do circuito passa altas obtida pelo método do fator integrante é

exp(0) 1) ~ expl@) x(0) = | exple) 2

O instante denominado a é arbitrario, sendo muito frequentemente considerado 0. Neste caso x(0) é o valor inicial da solucao.
No caso da entrada senoidal, esta expressao leva a:

x(t) = cns(t - g) - %e&;p (-

gue é a expressao da curva em verde, correspondente a resposta completa, na figura 4. O método do fator integrante leva diretamente a solucao completa
da equacao diferencial.
Mas, por outro lado, é possivel analisar o que acontece se, em lugar de considerar para a o valor O, for considerado -o=. Obtém-se a solucao

x(t) = cns(r— g)

Isto €, obtém-se a solucao em regime permanente, a solugcdao que seria obtida pelo método dos coeficientes a determinar, ou a solucao a partir da resposta
em freqliéncia.

Conclusao

A contradicao entre os resultados para a derivacdao em ordem fracionaria obtidos a partir das expressdes para derivadas de funcgdes exponenciais e de
funcdes poténcia foi analisada no trabalho. Nesse trabalho mostrou-se que derivadas fracionarias envolvem intervalos de integracao. A contradicao é
explicada pelo extremo inferior de integracao diferente nos dois casos, seja 0 (utilizado implicitamente nas expressdes para derivada fracionaria a partir de
derivadas de poténcias), seja -oo, utilizada implicitamente nas expressdes para derivada fracionaria a partir de exponenciais. Aqui foi visto que a mesma
distincdo aparece na integracdao de equac0Oes diferenciais ordinarias por métodos distintos. O método do fator integrante também difere dos métodos
baseados em resposta em freqliéncia, portanto em expressoes para derivadas de fungdes exponenciais no extremo inferior de integracao utilizado.Embora
nao tenha sido, a rigor, demonstrada a conjectura colocada na analise da corrente em uma linha de transmissao, ela parece ser justificada.
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