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RESUMO

Neste trabalho desenvolve-se um modelo matemático com o objetivo de estudar a dinâmica de transmissão
e o controle da tuberculose multi resistente a drogas (TBMR) na população. O modelo é descrito por um
sistema de equações diferenciais ordinárias não lineares, onde a população total está dividida em indivı́duos
suscetı́veis à doença, vacinados, com TB e TBMR. Utilizando a análise qualitativa, investiga-se a existência e
estabilidade dos pontos de equilı́brio trivial e não triviais.

2 O MODELO

Assume-se que a população total é dividida em indivı́duos suscetı́veis (S) (suscetı́veis + latentes), indivı́duos
vacinados (V), indivı́duos com TB (TB), indivı́duos com TB resistente (TBR).
A dinâmica do modelo é representada pelo seguinte diagrama de fluxo:

O modelo é governado pelo seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias não lineares:











































dS
dt

= µ + α(TB + TBR) + pξTB + δTBR − βSS · TB − βRS · TBR − (µ + ν)S,

dV
dt

= νS − µV − qβRV · TBR − qβSV · TB,

dTB
dt

= TB [qβSV + βSS − (µ + α + ξ)] ,

dTBR

dt
= TBR [βRS + qβRV − (µ + α + δ)] + (1 − p)ξTB,

(1)

onde N = S + V + TB + TBR = 1 e dN
dt

= 0.

Os parâmetros (todos positivos) utilizados no modelo são µ,α: taxas de mortalidade natural e pela doença;
βR, βS : taxas de infecção para TBR e para TB; p: proporção de indivı́duos com TB que tiveram sucesso no
tratamento; ξ, δ: taxas de tratamento para TB e para TBR; ν: taxa de vacinação; o parâmetro q (0 ≤ q ≤ 1)
ilustra o efeito da memória imunológica, portanto é um fator que reduz o risco de infecção.

3 PONTO DE EQUILÍBRIO LIVRE DA DOENÇA

Para o sistema(1) sempre existe o equilı́brio livre da doença e este ponto trivial é dado por,

P0 = (S0, V0, TB0, TBR 0) = ( µ
µ+ν

, ν
µ(µ+ν) , 0, 0). (2)

A estabilidade do ponto de equilibrio trivial é verificada analizando a parte real dos autovalores associados
ao polinômio caracterı́stico P (λ) = det(J0 − λI) = 0, onde J0 é a matriz jacobiana do sistema (1) no ponto
P0. Do polinômio caracterı́stico, conclui-se que λ1,2 < 0. Para λ3,4 < 0 teremos as condições abaixo:

λ3 < 0 e λ4 < 0 ⇔ Rs
vac = Rs

0 · f < 1 e Rr
vac = Rr

0 · f < 1 respectivamente, (3)

onde Rs
0 = βs

(µ+α+ξ) , Rr
0 = βr

(µ+α+δ) e f = µ+qν
µ+ν

. Note que Rs
vac < Rs

0 e Rr
vac < Rr

0 pois f < 1, já que 0 < q < 1.

Portanto, quando Rs
vac < 1 e Rr

vac < 1, o ponto de equilı́brio trivial é L.A.E e a doença pode ser eliminada da
população.
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4 PONTOS DE EQUILÍBRIO ENDÊMICO

4.1 TB = 0 e βrS + qβrV − (µ + α + δ) = 0
Determinar a população de individuos com TB resistente equivale determinar as raı́zes reais positivas do
polinômio:

P (TBr) = a1TB2
r + b1TBr + c1 = 0, (4)

onde
a1 = qβ2

r , b1 = βr [µ + q(µ + α + δ + ν)] (1 − R∗) e c1 = (µ + ν)(µ + α + δ)(1 − Rr
vac). (5)

Define-se R∗ = βr

β1
com β1 = µ+q(µ+α+δ+ν)

q
e Rr

vac = βr

βc
r

com βc
r = (µ+ν)(µ+α+δ)

µ+qν
.

Do polinômio (4) determina-se o valor crı́tico de vacinação (quando existe uma única raı́z real positiva):

νcrit = µ
q

(1−Rr
0
)

(Rr
0
−

1

q
)
. (6)

Como o parâmetro ν é positivo, para Rr
0 > 1, a condição (6) é válida para Rr

0 < 1
q
. Quando ν < νcrit o

equilı́brio endêmico é estável, e a doença torna-se endêmica na população. Para ν > νcrit, o equilı́brio trivial
é estável e a doença é eliminada da população. Quando o polinômio (4) tem duas raı́zes reais positivas, então
para Rr

vac < Rcrit a doença pode ser erradicada.

4.2 qβsV + βsS − (µ + α + ξ) = 0, TB 6= 0 e TBR 6= 0

TB = g · TBr, onde g = (1−Ψ)(µ+α+δ)
(1−p)ξ com Ψ = Rr

vac

Rs
vac

= βr(µ+α+ξ)
βs(µ+α+δ) e 0 < p < 1. (7)

Determinar TBr equivale a determinar as raı́zes do seguinte polinômio:

P (TBr) = a2TB2
r + b2TBr + c2, (8)

onde
a2 = qβs(g + 1)(βr + gβs),

b2 = −qβsβr + qgβ2
s + βs(g + 1)(µ + qν) + q(µ + α + ξ)(βr − gβs),

c2 = (µ + ν)(µ + α + ξ)(1 − Rs
vac).

(9)

Dependendo dos valores dos coeficientes, o polinômio (8) pode ter uma ou duas raı́zes reais positivas, e
portanto o sistema (1) pode ter um ou dois pontos de equilı́brio não trivias. O estudo desse caso é análogo
ao caso 4.1.

5 SIMULAÇÃO NUMÉRICA

As Figuras 1 e 4 mostram o gráfico das bifurcações (forward e backward) que ocorrem para o polinômio
(4). Na Figura 2, ν > νcrit e a doença é erradicada (bif. forward). Na Figura 3, Rr

vac < Rcrit, e a doença é
erradicada (bif. backward); Nas Figuras 5 e 6, Rcrit < Rr

vac < 1. Neste caso, dependendo da condição inicial
dada para o sistema (1), a doença pode ou não ser erradicada da população.

6 DISCUSSÃO

É possı́vel erradicar a doença na população desde que Rs
vac < 1 e Rr

vac < 1, ou seja, quando o ponto de
equilı́brio trivial é estável. Para Rs

vac > 1 e Rr
vac > 1 o equilı́brio endêmico é estável e a doença permanece

em nı́veis endêmicos. A estratégia adotada para o controle e/ou erradicação é baseada no valor crı́tico de
vacinação, ou seja, ν > νcrit é condição suficiente para se obter a erradicação da doença na comunidade.
Quando ocorre a bifurcação backward, o sistema (1) possui dois pontos de equilı́brio não triviais onde um
é estável e outro instável. Isto implica que existe um intervalo onde é possı́vel a doença ser endêmica na
população, mesmo que Rvac < 1 (Figura 5 e 6).


