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APROXIMACAO DE FUNCOES - POLINOMIOS DE BERNSTEIN -
POLINOMIO DE TAYLOR

1 Introdug¢ ao

Um polinémio definido em um intervalo fechado e limitado é continuo neste intervalo. Porém, o con-
junto das fung¢des continuas definidas neste intervalo ndo é composto apenas por polindmios. O teorema
de aproximacdo de Weierstrass garante, no entanto, que toda fungdo continua definida em um intervalo
fechado e limitado pode ser uniformemente aproximada por polindmios. A demonstracdo deste teorema
utiliza os chamados polinémios de Bernstein, que sdo os elementos préticos para se fazer a aproximagao de
funcdes continuas definidas no intervalo fechado com extremos zero e um. Existem outros polindmios além
do polindmio de Bernstein, como o polindmio de Taylor, que fazem aproximagoes deste tipo. Foram (e ainda
estao sendo) estudados exemplos para verificar como se comporta a aproximacao feita utilizando-se um tipo
de polinémio ou outro.

2 Metodologia

O desenvolvimento do projeto foi feito através de semindrios semanais apresentados a orientadora pelo
bolsista para familiarizagdo, reflexdo e discussdo de tépicos tais como este que estd sendo exposto.

3 Teorema de Weiersstrass

Seja f uma funcido qualquer em C[a,b]. Dado ¢ > 0, existe um polindmio P tal que |P(z) — f(z)| < ¢,
Yz € [a,b)].

Afim de provarmos a validade do Teorema, consideramos o lema:

Lema: E suficiente provar o Teorema para o caso especial em que [a,)] = [0, 1].

Agora provamos o Teorema para o caso [0, 1].

Demonstragao: Essa prova sera feita com a introdugdo dos polindmios de Bernstein:
Para cada f € C[0, 1] definimos a seguinte sequéncia de polindmios:
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B, é chamado de o n-ésimo polinémio de Bernstein de f.
Através de algumas manipulagdes algébricas, obtemos as seguintes expressoes:
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Das igualdades acima, segue que
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Como f, por hipétese, é continua e [0, 1] é compacto, segue que f é uniformemente continua nesse intervalo.
Por isso, dado e > 0,3 § > 0 tal que

|f(z) — f(y)| < e sempre que |z — y| < dez,y € [0,1].
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onde 3 é a soma sobre os valores de k tais que | £ — z| < -1= e 3" é a soma dos demais valores de k, isto &,
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Agora, se k satisfaz a desigualdade ‘% - :1:‘ < 4, entdo |f(z) — f (%)\ < £=|Y'| < 5. Portanto
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e 0 Teorema estd provado.

4 Exemplos

A seguir, apresentamos, graficamente, alguns exemplos, comparando aproximagdo de fungdes por
polinémios de Bernstein com aproximagao de fungdes por polindmios de Taylor. Para isso, recordemos a
defini¢ao de um polindmio de Taylor:

Dada uma fungdo f : [a,b] —, n vezes derivédvel no ponto a € [a,b], o polinémio de Taylor de ordem n de
f, no ponto a, é o polinémio
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Po(f)(@) = f(a) + f'(a)-(z — a)
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(z) = =2 por Bernstein graf.2: Aproximagdo de f(x) = 2 por Taylor
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graf.5: Aproximagio de /() = |z — 1| por Bernstein

5 Conclus 6es

fx) = 22
Como f é um polinémio, é de se esperar que quando se faz a aproximagao de f por polindmios, chegue-
se rapidamente préximo do polindmio z%. Perecebe-se que neste caso a aproximagdo por Taylor é mais
conveniente do que por Bernstein.

g(x) =e€"
Neste caso, a fungdo g é infinitamente diferencidvel. Nos célculos, é possivel perceber uma maior facilidade
para obtencédo dos polindmios de Taylor em relagdo aos de Bernstein.

Para esta fungdo i ndo se pode utilizar aproximacao por polinémios de Taylor por se tratar de uma fungéo
nédo diferencidvel no intervalo [0,1]. Neste caso, inclusive, os polindmios de Bernstein foram obtidos de
maneira mais facil que nos casos anteriores.
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