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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar o Método de Monte Carlo (MMC) e
sua aplicacao no calculo de areas de figuras diversas, sobretudo areas provenientes
da interseccao ou uniao de outras. Esses casos sao especiais, pois geralmente nao
temos uma expressao especifica para calcularmos a area e, portanto, a utilizacao de
uma simulacao é uma idéia razoavel para resolver esse problema. Além disso, traba-
lhamos com o problema de otimizacao relacionado ao calculo das areas. Nesse caso,
0 objetivo ¢ minimizar a area resultante da interseccao de duas circunferencias.

1 O MMC e o Calculo de areas

O MMC é uma técnica numérica que utiliza numeros aleatorios para resolver

um problema. A primeira publicacao do método talvez tenha sido o paper de
Metropolis e Ulan “The Monte Carlo Method”, em 1949.

Uma das aplicagoes do MMC ¢ o calculo de areas. Como este método utiliza
numeros aleatorios, para o calculo de areas consideramos sequencias escolhidas ao
acaso, independentes e uniformemente distribuidas no intervalo |0, 1], que denotare-
mos como U (0,1). Além disso, se a seqiiéncia x,, € U(0, 1), entao a transformacao
linear:

yn=a+ (b—a)ry, n=1,2,---,

onde a e b sao numeros reias dados, se reduz a seqiiéncia aleatoria yp, Ul(a, b).

Ha diversas maneiras de se gerar numeros aleatorios e nesse caso optamos por
utilizar a rotina rand do Matlab, que gera ntimeros aleatérios do tipo U (0, 1).

1.1 Os problemas estudados

Escolhemos alguns problemas para aplicarmos o método de Monte Carlo e obser-
varmos a eficiencia do mesmo. Abaixo, temos a relacao dos problemas escolhidos.

Figura 1. Problemas estudados

Problema / Intervalo Restricoes

1 - Area da circunferéncia de raio unitério /F1,1] i 4gi<1

2 - Area, interseccdo de uma elipse e uma circunferéncia [/ [0,1] 4yl <ledai+gyliz=1

3 - Area interseccdo de duas elipses [ [0,1] dei +yi<lezi+d4yi<i

4 - Area, intersecgdo de uma circunferéncia e ume hipérbole / [0,1] wi gyl <ledal—dyl <1

5 - Area interseccdo de uma elipse e uma hipérbole / [0,1] witdyl < ledal —4yi =1

6 - Area intersecgdo de duas circunferéncias / [0,1] e T (zs — ljz + (gs — l:l2 <1

7 - Area, interseccdo de uma circunferéncia e uma reta / [0,1] i+l <lem+gi<1

8 - 1 de drea de uma estrels de 4 pontas / [0,1] T, — 29 > —lely; —gy <1

0 - Area da estrela de David / [-1,1] 1,73z +y<le —1,T3x+gy<ley>=—-0,5 ou
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Para acharmos a area de cada um desses problemas, basta gerarmos N pares de
numeros aleatorios independentes, uniformementes distribuidos no intervalo rela-
tivo a cada um dos problemas. Com os pontos em maos, devemos verificar quais
satisfazem as restricoes. Assim, computamnos n, o numero de pontos para os quais
as restricoes sao satisfeitas. Dessa forma, o calculo da area é dada por:

n

A=A —
quadrado N

onde n é o numero de pontos interiores a figura considerada, N o niimero de pontos
total, a Agyadrado € relativa ao intervalo considerado e w? indica a unidade de area
arbitraria.

1.2 Resultados Obtidos

Para o calculo das areas, foi implementado um programa que segue o procedi-
mento descrito acima. O programa foi rodado 20 vezes e obtivemos uma média
para o valor de cada uma das areas e seu respectivo desvio padrao. Nota-se que a
medida que N cresce, o valor simulado para a area se torna mais proximo do valor

real.
Figura 2: Resultados Numéricos

N® de Fontos 100 1000 10000 100000 Valor
FProblema. Media | Desvio | Média | Desvio | Meédia | Desvio | Média | Desvio | Exato
1 3,1670 | 0,2359 | 3,1148 | 0,0863 | 3,1407 | 0,0676 | 3,1446 | 0,0182 | 3,141F
7 0,3890 | 0,0427 | 03008 | 0,0170 | 03934 | 00046 | 03933 | 0,0017 | 0,3927
3 0,2435 | 0,082 | 02330 | 0,0190 | 02203 | 00060 | 02320 | 0,0014 | 02318
4 0,2095 | 0,0639 | 0,1976 | 0,0101 | 0,199F | 0,0038 | 0,2004 | 0,0011 | 0,2008
5 0,1375 | 0,0286 | 0,1335 | 0,0085 | 0,1316 | 0,0030 | O,1320 | 0,0009 | 0,1324
6 0,5640 | 0,062 | 05716 | 0,0141 | 05711 | 00033 | 05713 | 00019 | 05707
7 0,2935 | 0,0634 | 0,2853 | 0,0116 | 0,24844 | 0,0044 | 0,2852 | 0,0017 | 0,2854
8 0,4960 | 0,0469 | 0,5024 | 0,0172 | 0,4997 | 0,0061 | 0,4994 | 0,0020 0,5
9 1,7020 | 02212 | 1,7093 | 01352 | 1,7404 | 0,0220 | 1,7363 | 00050 | 1,732

A seguir, estao as figuras representativas de uma simulacao de cada problema
levantado, com N = 1000, nos problemas de 1 a 8 e N = 10000, no problema 9.

Os pontos vermelhos sao os interiores a figura desejada e os azuis sao externos a
mesma.

Figura 3: Problemas de 1 a 9
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2 O problema de otimizacao associado

A idéia agora é, dados pontos escolhidos, encontrar os parametros das figuras que
nos fornecem a menor area que os contenha, ou seja, encontrar curvas otimas.

Escolhemos um conjunto pequeno de pontos. Para cada conjunto de pontos,
temos um conjunto de parametros associado, que devera nos fornecer a menor
area possivel. Nesse caso, a funcao objetivo do nosso problema sera a area inter-
seccao ou uniao das figuras e as restricoes serao os pontos escolhidos estarem no
interior ou na fronteira das curvas. No caso da interseccao de duas circunferencias
temos o seguinte problema, onde (y;, z;) sdo os pontos escolhidos.

min f(x)

suj. a (y; — z1)° + (2 — 22)” < w3
| 2 (o ) 6
(yi — 24)” + (2, — 25)” < 26, v € R". (1)

Como f(x) nao possui uma formula explicita, contornaremos esse problema usan-
do a simulacao de Monte Carlo. A cada iteracao, calculamos a area interseccao das
figuras envolvidas no problema, isto é, das duas circunferencias, e esse sera o valor
de f(x). Optamos por resolver esse problema usando o método do Lagrangiano
aumentado, uma vez que a tentativa de utilizar o método de penalizacao externa
fracassou. Assim, nosso problema pode ser identificado como:

min f(x)

suj. a hij(x) <0, 1=1,--- ¢ (2)

Para esse problema com restricoes de desigualdade, Rockafellar,|4], sugere a
seguinte generalizacao da funcao Lagrangiano aumentado:

Lix, A p) = f(z) + ) Qi(x), (3)
i—1

onde Q;(x) é definida como:

Se h(x) > =2, entdo Q;(x) = Aihi(x) + p * hj(x)*

m
~A onta —A
Se h(x) < Tt entao Q;(x) = e

Com isso, aplicamos o algoritmo do Lagrangiano aumentado para restricoes de
desigualdade e no passo minimizar L(z, A, ), utilizamos a rotina fminsearch do
Matlab. Porém, nao conseguimos encontrar uma solucao otima para o prob-
lema, em virtude do fato de a rotina fminsearch necessitar de grande nimero
de avaliacoes da funcao. Encontramos apenas uma solucao factivel. Além disso,
concluimos que, com um tempo de computacao razoavel, nao conseguiriamos uma
solucao otima e, portanto, nos contentamos com uma solucao factivel. Dessa
forma, fixamos o conjunto de pontos chutados em 5; fixamos o nimero maximo de
avaliacoes da funcao em 5000 e o numero maximo de iteracoes em 2500.

2.1 Resultado do experimento

Dados iniciais: zp=[001111; A=[000000]; &= 1; erro = 10"%
Pontos escolhidos: (y, z) = [(1,0), (0,1), (0.5,0.5), (0.5,0.34), (0.3,0.4)].

Com esses dados, apos a aplicacao do algoritmo do Lagrangiano aumentado para
restricoes de desigualdade, obtivemos os seguintes resultados.

Figura 4: Resultados

solucao Vetor de pardmetros Area
Sem refinamento | zmean = [0.0005 0.0003 1.0728 0.7516 0.9734 1.1305] | 1.0343 22
Com refinamento | omn = [D.DDD5 0.0003 1.0806 07580 1.0004 1.1342] 1.002% o2

A 4rea foi calculada posteriormente, com base nos parametros das curvas forneci-
dos por zmin e da forma como fizemos na etapa anterior. Calculamos a area 100
vezes e tomamos o valor médio. O desvio padrio nesse caso foi de 0.0165 w2, para
0 caso sem refinamento e 0.0173 u? para o caso com refinamento.

Verificamos que a diferenca entre os valores obtidos para drea é da ordem de 1072
e, portanto, o refinamento da solucao parece ter surtido efeito. Entretanto, este re-
finamento nao pode ser feito ilimitadamente, porque a rotina, logo apds o primeiro
deles, nao avanca para solucoes melhores. Abaixo, estao as figuras relacionadas as
solucoes:

Figura 5: Solugao com refinamento / sem refinamento
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Nas figuras nao se pode verificar muita diferenca entre a solucao com refinamento
e a solucao sem refinamento, até porque os parametros das curvas sao muito pareci-
dos. Apenas com o calculo da area verificamos a diferenca, que também é pequena.

3 Conclusoes

O MMC se mostrou eficiente por ser de facil implementacao, por ser rapido e
nao exigir muito esforco da maquina e por fornecer valores para as areas muito
proximos dos valores reais. Assim, verificamos que poderiamos aplica-lo para re-
solver o problema de minimizar a area interseccao ou uniao de figuras geométricas
quaisquer. E para isso, utilizamos o método do Lagrangiano aumentado associ-
ado ao MMC. Dessa forma, nao conseguimos encontrar uma solucao 6tima para
o problema em virtude da estrutura do mesmo e da ferramenta computacional
utilizada. Porém, conseguimos uma solucao factivel e a aplicacao do refinamento
se mostrou eficiente, o que indica que a abordagem do problema da forma como
fizemos estava na direcao correta.
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