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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar o Método de Monte Carlo (MMC) e
sua aplicação no cálculo de áreas de figuras diversas, sobretudo áreas provenientes
da intersecção ou união de outras. Esses casos são especiais, pois geralmente não
temos uma expressão espećıfica para calcularmos a área e, portanto, a utilização de
uma simulação é uma idéia razoável para resolver esse problema. Além disso, traba-
lhamos com o problema de otimização relacionado ao cálculo das áreas. Nesse caso,
o objetivo é minimizar a área resultante da intersecção de duas circunferências.

1 O MMC e o Cálculo de áreas

O MMC é uma técnica numérica que utiliza números aleatórios para resolver
um problema. A primeira publicação do método talvez tenha sido o paper de
Metropolis e Ulan “The Monte Carlo Method”, em 1949.

Uma das aplicações do MMC é o cálculo de áreas. Como este método utiliza
números aleatórios, para o cálculo de áreas consideramos seqüências escolhidas ao
acaso, independentes e uniformemente distribúıdas no intervalo [0, 1], que denotare-
mos como U(0, 1). Além disso, se a seqüência xn é U(0, 1), então a transformação
linear:

yn = a + (b− a)xn, n = 1, 2, · · · ,
onde a e b são números reias dados, se reduz à seqüência aleatória yn U(a, b).

Há diversas maneiras de se gerar números aleatórios e nesse caso optamos por
utilizar a rotina rand do Matlab, que gera números aleatórios do tipo U(0, 1).

1.1 Os problemas estudados

Escolhemos alguns problemas para aplicarmos o método de Monte Carlo e obser-
varmos a eficiência do mesmo. Abaixo, temos a relação dos problemas escolhidos.

Figura 1: Problemas estudados

Para acharmos a área de cada um desses problemas, basta gerarmos N pares de
números aleatórios independentes, uniformementes distribúıdos no intervalo rela-
tivo a cada um dos problemas. Com os pontos em mãos, devemos verificar quais
satisfazem as restrições. Assim, computamnos n, o número de pontos para os quais
as restrições são satisfeitas. Dessa forma, o cálculo da área é dada por:

A = Aquadrado
n

N
u2,

onde n é o número de pontos interiores à figura considerada, N o número de pontos
total, a Aquadrado é relativa ao intervalo considerado e u2 indica a unidade de área
arbitrária.

1.2 Resultados Obtidos

Para o cálculo das áreas, foi implementado um programa que segue o procedi-
mento descrito acima. O programa foi rodado 20 vezes e obtivemos uma média
para o valor de cada uma das áreas e seu respectivo desvio padrão. Nota-se que à
medida que N cresce, o valor simulado para a área se torna mais próximo do valor
real.

Figura 2: Resultados Numéricos

A seguir, estão as figuras representativas de uma simulação de cada problema
levantado, com N = 1000, nos problemas de 1 a 8 e N = 10000, no problema 9.

Os pontos vermelhos são os interiores à figura desejada e os azuis são externos à
mesma.

Figura 3: Problemas de 1 a 9

2 O problema de otimização associado

A idéia agora é, dados pontos escolhidos, encontrar os parâmetros das figuras que
nos fornecem a menor área que os contenha, ou seja, encontrar curvas ótimas.

Escolhemos um conjunto pequeno de pontos. Para cada conjunto de pontos,
temos um conjunto de parâmetros associado, que deverá nos fornecer a menor
área posśıvel. Nesse caso, a função objetivo do nosso problema será a área inter-
secção ou união das figuras e as restrições serão os pontos escolhidos estarem no
interior ou na fronteira das curvas. No caso da intersecção de duas circunferências
temos o seguinte problema, onde (yi, zi) são os pontos escolhidos.

min f (x)

suj. a (yi − x1)2 + (zi − x2)2 ≤ x3

(yi − x4)2 + (zi − x5)2 ≤ x6, x ∈ R6. (1)

Como f(x) não possui uma fórmula expĺıcita, contornaremos esse problema usan-
do a simulação de Monte Carlo. A cada iteração, calculamos a área intersecção das
figuras envolvidas no problema, isto é, das duas circunferências, e esse será o valor
de f(x). Optamos por resolver esse problema usando o método do Lagrangiano
aumentado, uma vez que a tentativa de utilizar o método de penalização externa
fracassou. Assim, nosso problema pode ser identificado como:

min f (x)

suj. a hi(x) ≤ 0, i = 1, · · · , t. (2)

Para esse problema com restrições de desigualdade, Rockafellar,[4], sugere a
seguinte generalização da função Lagrangiano aumentado:

L(x, λ, µ) = f (x) +

m∑
i=1

Qi(x), (3)

onde Qi(x) é definida como:

Se h(x) ≥ −λiµ , então Qi(x) = λihi(x) + µ ∗ hi(x)2;

Se h(x) < −λiµ , então Qi(x) =
−λ2

i
4µ .

Com isso, aplicamos o algoritmo do Lagrangiano aumentado para restrições de
desigualdade e no passo minimizar L(x, λ, µ), utilizamos a rotina fminsearch do
Matlab. Porém, não conseguimos encontrar uma solução ótima para o prob-
lema, em virtude do fato de a rotina fminsearch necessitar de grande número
de avaliações da função. Encontramos apenas uma solução fact́ıvel. Além disso,
conclúımos que, com um tempo de computação razoável, não conseguiŕıamos uma
solução ótima e, portanto, nos contentamos com uma solução fact́ıvel. Dessa
forma, fixamos o conjunto de pontos chutados em 5; fixamos o número máximo de
avaliações da função em 5000 e o número máximo de iterações em 2500.

2.1 Resultado do experimento

Dados iniciais: x0 = [0 0 1 1 1 1]; λ = [0 0 0 0 0 0]; µ = 1; erro = 10−4.
Pontos escolhidos: (y, z) = [(1, 0), (0, 1), (0.5, 0.5), (0.5, 0.34), (0.3, 0.4)].

Com esses dados, após a aplicação do algoritmo do Lagrangiano aumentado para
restrições de desigualdade, obtivemos os seguintes resultados.

Figura 4: Resultados

A área foi calculada posteriormente, com base nos parâmetros das curvas forneci-
dos por xmin e da forma como fizemos na etapa anterior. Calculamos a área 100
vezes e tomamos o valor médio. O desvio padrão nesse caso foi de 0.0165 u2, para
o caso sem refinamento e 0.0173 u2 para o caso com refinamento.

Verificamos que a diferença entre os valores obtidos para área é da ordem de 10−2

e, portanto, o refinamento da solução parece ter surtido efeito. Entretanto, este re-
finamento não pode ser feito ilimitadamente, porque a rotina, logo após o primeiro
deles, não avança para soluções melhores. Abaixo, estão as figuras relacionadas às
soluções:

Figura 5: Solução com refinamento / sem refinamento

Nas figuras não se pode verificar muita diferença entre a solução com refinamento
e a solução sem refinamento, até porque os parâmetros das curvas são muito pareci-
dos. Apenas com o cálculo da área verificamos a diferença, que também é pequena.

3 Conclusões

O MMC se mostrou eficiente por ser de fácil implementação, por ser rápido e
não exigir muito esforço da máquina e por fornecer valores para as áreas muito
próximos dos valores reais. Assim, verificamos que podeŕıamos aplicá-lo para re-
solver o problema de minimizar a área intersecção ou união de figuras geométricas
quaisquer. E para isso, utilizamos o método do Lagrangiano aumentado associ-
ado ao MMC. Dessa forma, não conseguimos encontrar uma solução ótima para
o problema em virtude da estrutura do mesmo e da ferramenta computacional
utilizada. Porém, conseguimos uma solução fact́ıvel e a aplicação do refinamento
se mostrou eficiente, o que indica que a abordagem do problema da forma como
fizemos estava na direção correta.
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